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Vorwort
Diese Arbeit befat sich mit verschiedenen Aspekten der Simulation granula-
rer Materie. Neben einer anf

anglichen Einf

uhrung

uber die Physik der granula-
ren Materie in Kapitel 1 bestimmen zwei Schwerpunkte ihren Inhalt. Der erste
Schwerpunkt ist die Simulation von rotierenden Trommelmischern und der zweite
die Entwicklung neuer Simulationsmodelle. An anderen Stellen werden weitere
wichtige Modellans

atze vorgestellt. Diese fanden innerhalb dieser Arbeit keine
Verwendung, sind aber im Forschungsgebiet der granularen Materie weit ver-
breitet.
Derjenige Schwerpunkt dieser Arbeit, der sich mit Trommelmischern befat,
ist die konsequente Fortsetzung einer Diplomarbeit aus dem Dezember 1993
[Bau93]. In ihr wurde die Entwicklung des Bottom-to-Top-Restructuring (BTR)
Modells und die anf

anglichen Ergebnisse erster Simulationen festgehalten. Auf-
bauend auf dieser Diplomarbeit erfolgte eine systematische Untersuchung sowohl
der Eigenschaften des Modells als auch der Struktur und Dynamik granularer
Materie in rotierenden Trommelmischern. Aus diesem Grund bilden die Simula-
tionsergebnisse zu Trommelmischern den weitaus gr

oten Teil dieser Dissertation.
Sie werden in den Kapiteln 2 und 3 geschildert und sind bereits teilweise in den
folgenden Fachartikeln ver

oentlicht:
[BJW94] G. Baumann, I.M. Janosi und D.E. Wolf, \Particle trajectories and
segregation in a two-dimensional rotating drum", Europhysics Letters 27,
(3), 203, (1994)
[BJW95] G. Baumann, I.M. Janosi und D.E. Wolf, \Surface properties and ow
of granular material in a two-dimensional rotating drum model", Physical
Review E 51, (3), 1879, (1995)
IV
V[BSJW96] G. Baumann, T. Scheer, I.M. Janosi und D.E. Wolf, \Angle of
repose in a two-dimensional rotating drum model", in Trac and Granular
Flow, Herausgeber: D.E. Wolf, M. Schreckenberg und A. Bachem, Seite
347, World Scientic Verlag, Singapur (1996)
[BW96] G. Baumann und D.E. Wolf, \Self-organized criticality in a two-dimen-
sional rotating drum model", Physical Review E 54, (5), R 4504, (1996)
Kopien dieser Artikel benden sich im Anhang.
Den zweiten Schwerpunkt dieser Arbeit bilden Entwicklungen neuer Modelle
zur Simulation granularer Materie. In diesen Bereich fallen die Kapitel 4 und
5. Es werden ein neues Zellular-Automaten-Modell und das sogenannte Konti-
nuit

atsmodell, das den Einu eines interstitiellen Fluids auf den Flu granularer
Materie ber

ucksichtigt, vorgestellt.
Das vorletzte Kapitel 6 beinhaltet die Darstellung von wichtigen Methoden
und Modellen zur Simulation granularer Materie, die in dieser Arbeit keine An-
wendung fanden. Das letzte Kapitel 7 schliet die Arbeit mit einer Zusammen-
fassung und einem Ausblick auf zuk

unftige Entwicklungen.
Danksagung
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Kapitel 1
Granulare Materie
Ann

ahernd jeder Mensch sammelt in seiner Kindheit Erfahrungen mit dem Pro-
totypen aller granularen Materie, dem Sand. An diese fundamentalen Erfahrun-
gen kn

upfen schnell weitere Erlebnisse mit Baukl

otzen, Lego-Steinen oder Zucker,
Salz und Mehl an. Wer aufmerksam seine Umwelt beobachtet, wird feststellen,
da ein sehr groer Teil der Dinge, denen man im t

aglichen Leben begegnet,
in granularer Form existiert. Die relative H

augkeit, mit der granulare Mate-
rie auftritt, steigert sich, wenn man industrielle Abl

aufe betrachtet. Tats

achlich
sind die meisten Stoe in der Industrie granular. Man denke nur an Erze, Kohle,
Schlacke, Schotter, Kies, Steine, Zement, N

agel, Schrauben, Getreide, Gem

use,
Chemikalien, Pillen, Kunstogranulate, Toner, M

ull und vieles mehr. All diese
Dinge m

ussen in Kisten, Bunkern und Silos gelagert, mit F

orderb

andern, Rut-
schen und Rohren transportiert oder mit Mischern gemischt werden. Oftmals
sind sowohl die Ausgangs- als auch die Endprodukte eines industriellen Prozesses
granular, haben aber vollkommen unterschiedliche Eigenschaften. Die industri-
elle Bedeutung granularer Materie unterstreicht eine Untersuchung, die besagt,
da 40% der Investitionen der chemischen Industrie in die mechanische Verfah-
renstechnik ieen und da ebenfalls 40% der Kapazit

at industrieller Anlagen
auf Grund von Problemen mit granularen Materialien nicht ausgesch

opft werden
k

onnen [EGD94].
Einige industrielle Produkte an sich w

urde man nicht sofort als granulares
Material klassizieren. Verpackung und Transport vieler gleichartiger Teile he-
ben diesen Charakter und die damit verbundenen Problematiken aber wieder
hervor. Ein allgemein bekanntes, allt

agliches Beispiel ist ein Wattest

abchen. Ein
einzelnes w

urde man spontan nicht als granulare Materie bezeichnen, den In-
halt einer ganzen Dose schon. Steht man vor dem versch

utteten Inhalt einer
1
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umgest

urzten Dose, so stellt sich unwillk

urlich die Frage, wie eine solche Menge
Wattest

abchen maschinell geordnet und verpackt werden kann
1
.
Diese Frage ist oensichtlich gel

ost, aber auch bezeichnend f

ur den gegenw

arti-
gen Umgang mit granularer Materie. In jahrzehntelagem Sammeln von Erfah-
rungen und immer neuen Versuchen haben Ingenieure und Verfahrenstechniker
unz

ahlige Arten von Lager-, Transport-, Misch- und Verarbeitungsm

oglichkeiten
entwickelt. Die eigentliche Physik der granularen Materie war dabei jedoch nicht
Gegenstand der Untersuchungen und blieb gr

otenteils unverstanden.
Die Historie der Physik der granularen Materie ist lang und im Bewutsein
der Physiker ein wenig in Vergessenheit geraten. Schon Coulomb hat 1773 [Cou73]
wichtige Beitr

age zur Reibung zwischen festen K

orpern geliefert, die bis heute ih-
re Ber

ucksichtigung nden. Hagen entwickelte 1852 eine Kontinuumstheorie der
Druckverteilung in trockenem Sand [Hag52], Reynolds formulierte 1885 das Prin-
zip der Dilatanz [Rey85] und Bagnold stellte 1954 die erste ph

anomenologische
Theorie f

ur die Scherreibung in granularen Fl

ussen auf [Bag54, Bag66]. Weitere
Beitr

age zur Physik der granularen Materie stammen von bekannten Namen wie
Chladni, Faraday, Hertz, Einstein und Kolmogorov. Der Grund f

ur diese lange
Tradition liegt in den auergew

ohnlichen physikalischen Eigenschaften der gra-
nularen Materie und nicht zuletzt ebenfalls in der allt

aglichen Begegnung mit
Stoen in granularer Form.
In j

ungeren Jahren ergaben sich groe Fortschritte in der Computertechnolo-
gie. Deshalb erm

oglichen heute leistungsstarke Rechner einen vollkommen neuen
Zugang zur granularen Materie. An Stelle der

alteren statistischen Verfahren und
Kontinuumsn

aherungen sind Simulationsmodelle getreten. Mit diesen Modellen
ist es m

oglich, die Trajektorie jedes einzelnen Teilchens zu ber

ucksichtigen, und
so eine im Vergleich sehr viel detailliertere Kenntnis

uber granulare Systeme
zu erhalten. Man hot, durch diese Detailkenntnisse und aus der Bestimmung
statistischer Gr

oen zu allgemein g

ultigen Aussagen und Gesetzm

aigkeiten zu
nden. Die Teilchen in solchen Simulationen sind in der Regel idealisierte Ku-
geln oder Scheiben und deshalb noch weit von den Formen und Eigenschaften
von Wattest

abchen entfernt. Dies ist aber ein wichtiger erster Schritt, wenn man
die grundlegenden Prinzipien der Physik der granularen Materie erforschen und
verstehen will.
1
Dem interessierten Leser wird empfohlen, in einer stillen Stunde einen entsprechenden
Versuch durchzuf

uhren. Neben der hantelartigen Form erkennt man als Problem f

ur die Ver-
packung die unterschiedlichen Eigenschaften der glatten St

abchen und der rauhen Watte.
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1.1 Denition
Als granulare Materie bezeichnet man im allgemeinsten Sinne eine Vielzahl von
makroskopischen Teilchen aus festen Stoen, die nur

uber Kontaktkr

afte wechsel-
wirken. Makroskopisch bedeutet in diesem Fall, da die f

ur die Teilchen relevante
Kraft die Gravitationskraft ist. F

ur kleinere Teilchen, zum Beispiel Staub oder
Puder, k

onnen zus

atzlich zu den

ublichen Kontaktkr

aften Koh

asionskr

afte eine
Rolle spielen. Thermische Ein

usse sind in jedem Fall irrelevant. Nicht enthalten
in dieser Denition sind Spezialf

alle von langreichweitigen Wechselwirkungen.
Diese k

onnen zum Beispiel durch elektrostatische Auadungen oder Ein

usse
eines interstitiellen Mediums entstehen.
Granulare Materie, die in der mechanischen Verfahrenstechnik als Sch

utt-
gut oder als Granulat bezeichnet wird, nimmt eine Zwitterstellung bez

uglich
ihres Aggregatzustandes ein. Ein einzelnes ihrer Teilchen ist ein Festk

orper.
Alle Teilchen zusammen weisen dagegen sowohl Festk

orper- als auch Fl

ussig-
keitseigenschaften auf. In einem statischen System besitzt granulare Materie die
Festk

orpereigenschaften ihrer Einzelteile. Sie l

at sich zum Beispiel zu einem
H

ugel aufsch

utten, ohne zu zeriessen, oder mit einem schweren Gegenstand
belasten, ohne da dieser versinkt. In dynamischen Systemen, denen von au-
en Energie zugef

uhrt wird, zeigen sich dagegen Fl

ussigkeitseigenschaften. Man
spricht von Fluidisierung. Der zuvor stabile H

ugel zeriet, wenn zum Beispiel
der Untergrund in Vibration versetzt wird.

Onet man den Ausgang eines gef

ull-
ten Silos, so iet die granulare Materie aus. Da also granulare Materie oen-
sichtlich nicht eindeutig einem der bekannten Aggregatzust

ande zuzuordnen ist,
haben einige Physiker vorgeschlagen, den granularen Zustand als eigenst

andigen
Aggregatzustand zu bezeichnen [JNB96].
1.2 Eigenschaften und Ph

anomene
Granulare Materie besitzt ein breites Spektrum von verschiedenen, grundlegen-
den Eigenschaften und Ph

anomenen. Die Mehrzahl davon ist der Wissenschaft
seit langem bekannt. Trotz dieser Kenntnis existieren in vielen F

allen keine ein-
deutigen physikalischen Erkl

arungen oder Modelle. Auf der anderen Seite verwen-
den vorhandene Modelle oftmals makroskopische, ph

anomenologische Gr

oen,
obwohl ein Teil der relevanten Physik auf mikroskopischer Skala verborgen liegt.
Das groe Ziel der wissenschaftlichen Forschung

uber granulare Materie ist
es, eine einheitliche Theorie, wie sie zum Beispiel aus der Hydrodynamik oder
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Elektrodynamik bekannt ist, f

ur granulare Materie zu erstellen. Leider ist eine
solche bei weitem nicht in Sicht. Dieser Mistand liegt in der enormen Komple-
xit

at des Problems begr

undet. In granularen Systemen existiert ein sehr kompli-
ziertes Wechselspiel zwischen den mehr mikroskopischen Eigenschaften der Kon-
taktwechselwirkungen und den mehr makroskopischen Vielteilcheneigenschaften.
Beide Arten k

onnen im allgemeinen nicht zugunsten der anderen in einer Art
Mean-Field-Ansatz vernachl

assigt werden und sind auerdem, selbst einzelnd
betrachtet,

auerst komplex.
Im Folgenden werden einige der Eigenschaften und Ph

anomene granularer
Materie beschrieben. Leser die mehr

uber diese Grundlagen erfahren wollen, seien
an die

Ubersichtsartikel [JN92, JNB96, Gla95, Her95, Wol96, Wei58] und B

ucher
[Bag41, Gol60, BR70, Joh85, BG89, Tho93, BH93, Meh94] verwiesen. Lesenswert
ist in dieser Hinsicht ebenfalls das erste Kapitel der Dissertation von Jochen
Sch

afer [Sch96a].
1.2.1 Statik
1.2.1.1 B

oschungswinkel und Stabilit

atsgrenzwinkel
Im statischen, nicht angeregten, also festen Zustand besitzt granulare Materie er-
staunliche Eigenschaften. Eine dieser Eigenschaften ist der Unterschied zwischen
B

oschungswinkel 
r
(englisch: Angle of Repose) und Stabilit

atsgrenzwinkel 
m
(englisch: Angle of marginal Stability). F

ur jede Art von granularer Materie sind
beide Winkel mit Einschr

ankungen charakteristische Gr

oen. Der B

oschungswin-
kel ist der Winkel den die Ober

achen eines aufgesch

utteten H

ugels gegen

uber
der Horizontalen einnimmt. Kippt man den Untergrund eines solchen H

ugels und
vergr

oert so den Winkel zwischen Ober

ache und Horizontalen, so bleibt der
H

ugel erstaunlicherweise zun

achst stabil. Erst wenn der Winkel den Stabilit

ats-
grenzwinkel

uberschreitet, werden Lawinen an der Ober

ache ausgel

ost. Diese
Lawinen reduzieren sodann den Winkel zwischen Ober

ache und Horizontalen
wieder auf die Gr

oe des B

oschungswinkels. Typischerweise ist der Stabilit

ats-
grenzwinkel um 2

bis 4

gr

oer als der B

oschungswinkel. Zu beachten ist aller-
dings, da beide Winkel davon abh

angen, auf welche Art und Weise der H

ugel
aufgesch

uttet wurde [BR70].
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1.2.1.2 Druckverteilung und Gew

olbebildung
W

ahrend der Druck in einem mit einer F

ussigkeit gef

ullten Beh

alter von oben
nach unten exponentiell zunimmt, ist der mittlere Druck in einemmit granularer
Materie gef

ullten Beh

alter konstant. Dies ist zum Beispiel der Grund f

ur die kon-
stante Fliegeschwindigkeit des Sandes in einer Sanduhr [Hag52]. Der mittlere
Druck ist konstant, weil es innerhalb einer dichten Packung granularer Mate-
rie zu Gew

olbebildungen

ahnlich den B

ogen in gotischen Kathedralen kommt.
Die Gew

olbe schirmen die darunterliegende Materie von der Gewichtskraft der
dar

uberliegenden ab und leiten den Druck auf die Beh

alterw

ande. Ohne die Be-
grenzung durch Beh

alterw

ande in einem Sandh

ugel verursachen diese Gew

olbe
ein Druckminimum unterhalb des Zentrums des H

ugels [Hem96].
Es existiert innerhalb einer ruhenden dichten Packung granularer Materie kei-
ne homogene oder kontinuierliche Druckverteilung sondern vielmehr ein komple-
xes Kontaktnetzwerk,

uber das die Dr

ucke im System verteilt werden [LNS
+
95,
Rad95]. In diesem Kontaktnetzwerk existieren Kontakte, die sowohl ein Vielfa-
ches des mittlerenDruckes als auch nur den Bruchteil der Gewichtskraft eines ein-
zelnen Teilchens

ubertragen. Der Druck ist also eine

auerst inhomogene Gr

oe,
deren Fluktuationen in der Gr

oenordnung ihres Mittelwertes selbst liegen. Der
mittlere Druck ist deshalb keine eigentlich relevante Gr

oe, aber ein typisches
Beispiel f

ur die oben erw

ahnten makroskopischen ph

anomenologischen Gr

oen,
die in verschiedenen Modellen Verwendung nden. Innerhalb des Kontaktnetz-
werkes kann es punktuell zu enormen Dr

ucken kommen. Dies ist insbesondere der
Fall, wenn in dynamischen Prozessen das Kraftnetzwerk umstrukturiert wird. Als
Folge st

urzen zum Beispiel Silos hundertmal h

auger ein als andere vergleichbare
Industrieanlagen [Eib84, Luo93].
Betrachtet man einen kleinen zweidimensionalen H

ugel aus nur sechs iden-
tischen Teilchen, so stellt man interessanterweise fest, da dieses Problem ma-
thematisch unterbestimmt ist [GO95]. Es gibt zwei verschiedene L

osungen f

ur
die Verteilung der Dr

ucke im Kontaktnetzwerk. Praktisch bedeutet dies f

ur rea-
le Systeme, da das Kontaktnetzwerk und die Druckverteilung sowohl von der
Geschichte der Entstehung der Packung als auch von den mikroskopisch kleinen
Unregelm

aigkeiten der Teilchen abh

angen.
1.2.1.3 Schallausbreitung
Eng verkn

upft mit der Struktur des Kontaktnetzwerkes einer ruhenden dichten
Packung ist das Problem der Schallausbreitung in granularen Medien [LN92,
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Mel96]. Der Schall besteht aus Kompressionswellen, die nur

uber das Kontakt-
netzwerk

ubertragen werden k

onnen. Da im allgemeinen dieses Netzwerk im
h

ochsten Mae anisotrop ist, kann man sich leicht vorstellen, da das gleiche f

ur
die Schallausbreitung gilt. Hinzu kommt, da sich das Kontaktnetzwerk durch
die Kompressionswellen ver

andert, indem neue Kontakte geschlossen und alte
Kontakte ge

onet werden.
Zus

atzlich zu dieser Anisotropie des Kontaktnetzwerkes ist die Kraft

uber-
tragung von einem zum anderen Teilchen die zweite bestimmende Gr

oe dieses
Problems. Schon H. Hertz hat gezeigt, da diese Kraft

ubertragung ein nichtli-
nearer Vorgang ist [Her82]. Die elastische Abstoungskraft zwischen zwei Ku-
geln w

achst proportional zur Wurzel aus der dritten Potenz der Auslenkung.
Als Konsequenz aus all dem zeigen sich allerlei Anomalien [Mel96]. Bekannt ist
zum Beispiel der sogenannte
"
Mirage Eekt\ der besagt, da die Schallgeschwin-
digkeit mit der Tiefe anw

achst. Die theoretische Vorhersage [LN92], da dies
mit einem Potenzgesetz wie die sechste Wurzel aus der Tiefe geschieht, hat sich
nicht best

atigt [Mel96]. Die Abh

angigkeit ist weitaus komplizierter, und es gilt
zus

atzlich Ober

acheneekte zu ber

ucksichtigen.
Schallausbreitung ist zusammenfassend also ein sch

ones Beispiel f

ur das er-
w

ahnte komplexe Wechselspiel von Vielteilcheneigenschaften (Kontaktnetzwerk)
und den Eigenschaften der Kontaktwechselwirkungen (Kraft

ubertragung). Beide
Eigenschaften sind in diesem Fall

auerst relevant und selbst einzelnd betrachtet
nicht trivial.
1.2.2 Dynamik
1.2.2.1 Dilatanz
Eines der grundlegenden Prinzipien der Dynamik granularer Materie ist die Dila-
tanz. Von Reynolds 1885 formuliert, besagt sie, da granulare Materie mit einer
Packungsdichte oberhalb einer bestimmten kritischen Dichte sich nur unter ei-
ner Volumenvergr

oerung verformen l

at [Rey85]. Ein allt

agliches Beispiel ist
vakuumverpackter Kaee. Eine solche Packung ist sehr stabil, weil eine Verfor-
mung und damit Volumenvergr

oerung durch die dichte Verpackung verhindert
wird. Ein weiteres Beispiel ist ein Strandl

aufer, der trockene Fuspuren im nassen
Sandstrand hinterl

at. Der Grund hierf

ur ist nicht etwa ein
"
Schwammeekt\,
das heit Auspressen des Wassers, sondern eine Vergr

oerung der R

aume zwi-
schen den Sandk

ornern, verursacht durch die Verformung des Sandes unter dem
Druck des Fues. Der Wasserspiegel sinkt lokal unterhalb des Fues ab, indem
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das Wasser in die vergr

oerten Zwischenr

aume iet.
Eine andere anschauliche Demonstration der Dilatanz kann man mit einem
Becherglas, einem Besenstiel und Sand vorf

uhren. Zuerst stellt man den Besen-
stiel in die Mitte des Becherglases und f

ullt den verbleibenden Zwischenraummit
Sand auf. Anschlieend verdichtet man den Sand durch Klopfen am Glas. Ist der
Sand dicht genug, so l

at sich das gesamte System am Besenstiel durch die Luft
tragen. Der Besenstiel l

at sich nicht mehr aus dem Sand ziehen, weil die daf

ur
notwendige Volumenvergr

oerung des Sandes durch die starren Becherglasw

ande
verhindert wird.
1.2.2.2 Segregation
Vom Standpunkt der Ingenieure und Verfahrenstechniker aus betrachtet, ist die
Segregation eine unangenehme Eigenschaft der Dynamik granularer Materie.
Segregation bedeutet Entmischung. Bewegt man ein Gemenge aus verschiede-
nen granularen Materialien, so wird man feststellen, da sich die verschiedenen
Materialien bevorzugt in verschiedenen Raumbereichen des Systems sammeln
[Wil76]. In der Praxis will man meistens genau das Gegenteil erreichen [Wei58].
Unterschiedliche granulare Materie soll m

oglichst gut gemischt werden. Leider
steht diesem Ansinnen die Segregation prinzipiell entgegen. Die Verschiedenheit
der Materialien kann sich auf alle physikalisch relevanten Gr

oen beziehen, al-
so Form, Ausdehnung, Gewicht, Ober

achen- oder Elastizit

atseigenschaften. Die
Bewegung kann auf alle erdenklichen Arten erfolgen, zum Beispiel Sch

utten, Vi-
brieren, Rotieren, Scheren oder Fallen. In jedem Fall tritt Segregation auf.
Zur Veranschaulichung sei exemplarisch angef

uhrt, da man am Fue eines
Sandh

ugels immer die groen Sandk

orner nden kann [JM90], da sich in rotie-
renden Trommeln innerhalb der ersten Umdrehung ein Kern mit kleineren oder
schwereren Teilchen innerhalb der F

ullung bildet [Oya39, Bau93, CB95], oder
da in einem Beh

alter unter Vibration die gr

oeren Teilchen an die Ober

ache
transportiert werden [AS73, RSPS87, JMP92, DRC93].
1.2.2.3 Konvektion
Mit dem Problem der Segregation unter Vibration ist das Ph

anomen der Kon-
vektion verkn

upft. Es ist zu beobachten, da in vibrierten Beh

altern Konvekti-
onsrollen entstehen [GHS92, LCB
+
94b, KEK
+
96]. Die granulare Materie wird
entlang der W

ande nach unten zum Beh

alterboden transportiert und taucht an-
schlieend in der Mitte des Beh

alters wieder auf. In diesem Zusammenhang sehen
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einige Forscher die Konvektion als den wahren Grund der oben beschriebenen
Gr

oensegregation [KJN93]. Die groen Teilchen werden mit den kleinen an die
Ober

ache transportiert, k

onnen dort aber nicht mehr in die F

ullung eintau-
chen. Andere im letzten Abschnitt zitierte Forscher sehen einen eigenst

andigen
Segregationseekt ohne Konvektion. Dieser beruht darauf, da die Wahrschein-
lichkeit, da ein kleines Teilchen durch die Vibration unter ein groes schl

upfen
kann, gr

oer ist, als f

ur den umgekehrten Fall. Mittlerweile kristallisiert sich
heraus, da beide Standpunkte richtig sind, also beide Mechanismen existieren
[DMCR93]. Ihr Auftreten ist Abh

angig von der Frequenz und der Amplitude der
Vibration.
1.2.2.4 Musterbildung
Segregation verschiedener granularer Materialien erzeugt grunds

atzlich ein Mu-
ster in der Verteilung der Materialien. Au

allig ist zum Beispiel in rotierenden
Trommeln die achsiale Segregation in parallele Streifen [Oya39, DR62], die die
anf

angliche radiale Segregation mit einem Kern abl

ost, oder die Streifenbildung
beim Aufsch

utten eines H

ugels aus zwei urspr

unglich gemischten Materialien
[MHKS97].
Weniger bekannt sind Musterbildungen mit identischen Teilchen. Hier sind
in erster Linie kristalline Packungsstrukturen [BJW93, Bau93, BH93] und die
Entstehung von Mustern unter Vibration zu nennen. Dabei wurden verschiedene
Arten von Mustern beobachtet. Sie unterscheiden sich im wesentlichen durch ei-
ne unterschiedlich starke Anregung des Systems und damit in der Fluidisierung
[ESD90]. Bei niedrigen Anregungen kann man zun

achst spontane konvektions-
bedingte Haufenbildung beobachten [Raj91, LDF89]. Es ist sogar m

oglich, da
f

ur sehr kleine Anregungen die Konvektion nur an der Grenze zwischen den
Beh

alterw

anden und der Ober

ache der F

ullung entsteht. Die Konvektionsrollen
sind nur wenige Teilchenradien gro und f

uhren trotzdem zu einer Haufenbil-
dung [CDR92, Job93]. In stark uidisierten Systemen bei sehr groen Anregun-
gen ndet man eine Vielzahl von unterschiedlichen Ober

achenmustern, zum
Beispiel Wellen, Streifen, Waben oder kleine H

ugel [DHL87, PB93a, MUS94,
MUS95, LCRD96]. Mit steigenden Anregungsenergien kann man Bifurkationen
des Musters und Periodenverdoppelungen beobachten. Schlielich wurden k

urz-
lich in solchen hochangeregten Systemen Zust

ande entdeckt, in denen die Ober-


achenmuster periodische lokalisierte Schwingungen durchf

uhren. Innerhalb sol-
cher Schwingungen wechseln sich Haufen mit Vertiefungen ab. Diese Schwin-
gungszust

ande werden als Oszillonen bezeichnet [UMS96].
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Weitere, allgemein bekannte Muster sind D

unen und wellenf

ormige Rippel,
die durch den Transport von Sand durch Luft oder Wasser entstehen [Bag41,
NO93]. Selbst die Ringe des Saturn, ihre Entstehung, Form und ihr Aussehen
werden durch die Eigenschaften der granularer Materie, aus der sie bestehen,
bestimmt [Wie87, WD88, BGT85, Dil93, SHB95].
1.2.2.5 Dissipation
Die bedeutenste Eigenschaft granularer Materie ist ihre F

ahigkeit zur Dissipation
von kinetischer Energie. Jedes einzelne Teilchen granularer Materie besitzt eine
Vielzahl von inneren Freiheitsgraden. Durch diese inneren Freiheitsgrade sind
die Teilchen in der Lage,

auere Anregungen, wie zum Beispiel St

oe, in W

arme
umzuwandeln. Atome oder Molek

ule von Gasen oder Fl

ussigkeiten haben diese
Dissipationsm

oglichkeit nicht. Aus diesem Grunde lassen sie sich nicht wie gra-
nulare Materie zu einemH

ugel aufsch

utten, k

onnen daf

ur aber zum Beispiel ohne
Dichtewellen durch Rohre ieen. Granulare Materie zeigt in diesem Fall immer
Dichteuktuationen,

ahnlich den Staus im Straenverkehr [Her95, SSN96].
Durch die Dissipation der kinetischen Energie erreicht jedes System granula-
rer Materie, dem von auen keine Energie zugef

uhrt wird, in kurzer Zeit einen
station

aren Gleichgewichtszustand der Ruhe [JN92, MY92, MY94, GZ93]. Im
Sinne der klassischen Thermodynamik entspricht dieser Gleichgewichtszustand
dem absoluten Nullpunkt mit einer Temperatur T = 0. Angeregte, dynamische
granulare Systeme sind dementsprechend in einem Nichtgleichgewichtszustand,
f

ur den im strengen klassischen Sinn keine Temperatur deniert werden kann.
Trotzdem wird im allgemeinen granularen Systemen in Analogie zur Thermody-
namik eine granulare Temperatur T
g
zugeordnet, die erstmals von Ogawa ein-
gef

uhrt wurde [Oga78].
T
g
=
D
(~v
i
  h~v
i
i)
2
E
i = 1; : : : ; N (1.1)
Die granulare Temperatur ist die mittlere quadratische Abweichnug der Teil-
chengeschwindigkeiten ~v
i
von der mittlere Geschwindigkeit aller N Teilchen eines
Systems.
Durch Dissipation von kinetischer Energie kommt es in granularen Systemen
zu einer Angleichung der Teilchengeschwindigkeiten. Die granulare Temperatur
nimmt demzufolge durch Dissipation ab [MY92, MY94]. Dieser Prozess wird dis-
sipative K

uhlung genannt [Sch96a]. Um die granulare Temperatur eines Systems
aufrechtzuerhalten, mu deshalb von auen Energie zugef

uhrt werden.
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Grunds

atzlich ist die granulare Temperatur keine homogen im System verteil-
te Gr

oe, wie es von der Temperatur der Gleichgewichtsthermodynamik bekannt
ist. Aus spontanen Fluktuationen, die immer existieren, entstehen kleinere lokale
Gebiete mit niedrigerer granularer Temperatur als in ihrer Umgebung. Gleich-
zeitig ist innerhalb dieser lokalen Gebiete durch die niedrigere granulare Tem-
peratur, das heit durch die geringeren Relativgeschwindigkeiten zwischen den
Teilchen, der Druck vermindert und die Dichte erh

oht. Gegen

uber der Umge-
bung existiert ein granularer Temperatur- und Druckgradient, der einen Zuu
von Teilchen aus der Umgebung in die Gebiete niedrigerer granularer Tempe-
ratur zur Folge hat. Aus diesem Grund wachsen k

uhlere Gebiete grunds

atzlich
gegen

uber w

armeren Gebieten an und weisen eine erh

ohte Dichte und einen ver-
minderten Druck auf [Her95]. Allgemein geht deshalb mit einer inhomogenen und
instabilen Temperaturverteilung zus

atzlich immer eine inhomogene und instabile
Druck- und Dichteverteilung einher.
1.2.2.6 Selbstorganisierte Kritizit

at
1987 f

uhrten P. Bak, C. Tang und K. Wiesenfeld das Konzept der selbstor-
ganisierten Kritizit

at f

ur Systeme mit einer Schwellwertdynamik ein. Selbstor-
ganisierte Kritizit

at bedeutet, da sich die Dynamik eines Systems von selbst
in einen kritischen Punkt entwickelt und dort verbleibt. Am kritischen Punkt
wird sodann Energie auf allen m

oglichen Skalen dissipiert. Das Verhalten wird
charakterisiert durch eine Reihe von kritischen Exponenten, die

uber Skalenre-
lationen miteinander verkn

upft sind, und es zeigt sich ein Finite-Size-Scaling
[BTW87, BTW88, Jan91].
Als Beispiel f

ur selbstorganisierte Kritizit

at stellten Bak, Tang und Wiesen-
feld ein einfaches Sandhaufenmodell in Form eines zellularen Automats vor. Die-
ses Modell soll die Dynamik der Lawinen auf einem Sandhaufen simulieren, dem
kontinuierlich an der Spitze neue Sandk

orner zugef

uhrt werden. Sp

atere Expe-
rimente mit entsprechenden Systemen lieen aber bezweifeln, da reale Sand-
haufen selbstorganisierte Kritizit

at zeigen [HSK
+
90, RVK93, Fed95]. Innerhalb
dieser Arbeit wird dem Thema selbstorganisierte Kritizit

at im Abschnitt 2.2.5
noch weitere Aufmerksamkeit zuteil.
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1.2.3 Problemkomplex Zweiteilchenkontakt
Da granulare Materie nur

uber Kontaktkr

afte wechselwirkt, l

at sie sich gut als
Summe von Zweiteilchenwechselwirkungen beschreiben. Fast alle Computersimu-
lationsmodelle basieren im Prinzip auf diesem Ansatz. Man hot auf diese Weise
einige makroskopische Eigenschaften der granularen Materie auf die mikroskopi-
schen Eigenschaften der einzelnen Teilchen beziehungsweise des Zweiteilchenkon-
taktes zur

uckzuf

uhren. Ein typisches Beispiel hierf

ur ist der Unterschied zwischen
B

oschungswinkel und Stabilit

atsgrenzwinkel. Dieser wird direkt mit der Dilatanz,
den Restitutions-
2
, Gleitreibungs- und Haftreibungskoezienten in Verbindung
gebracht [Bag66, JLNW90, DBW96].
Problematisch an diesem grundlegenden Konzept der Zweiteilchenwechsel-
wirkungen ist, da das granulare Zweiteilchenproblem auf Grund der zahlreichen
inneren Freiheitsgrade mitnichten gel

ost ist. Vielmehr ist die wahre Physik der
Wechselwirkung zweier einzelner makroskopischer Teilchen teilweise genauso un-
verstanden wie die der gesamten granularen Materie. Exemplarisch sei der schiefe
Sto zweier Kugeln in einer reibungsfreien Umgebung angef

uhrt. Die Gescheh-
nisse w

ahrend eines solchen Stoes sind

auerst komplex. Einige bedenkenswerte
Punkte werden im Folgenden angef

uhrt. Ausf

uhrliche Darstellungen des Pro-
blems nden sich in [Gol60, Joh85]
W

ahrend eines Stoes treten Kr

afte und Deformationen auf, die sowohl nor-
mal als auch tangential zu den Kontakt

achen der Kugeln verlaufen. Sie erzeu-
gen in beiden Richtung Kompressionswellen mit sowohl longitudinalen als auch
transversalen Schwingungsmoden. Die Schwingungen sind in der Regel ged

ampft,
was einen Teil der Energiedissipation w

ahrend des Stoes ausmacht. Ihre Aus-
breitungsgeschwindigkeit ist richtungs- und materialabh

angig. Wellen, die nicht

uber die Ober

achen der Teilchen laufen, werden an den Ober

achen reektiert.
Nur bei exakt kugelf

ormigen, homogenen Teilchen kehren diese Wellen nach der
Reexion an ihren Ausgangspunkt zur

uck. W

ahrend der Dauer eines Stoes ist es
insbesondere bei unregelm

aig geformten Teilchen m

oglich, da die Wellen mehr-
mals von der Ober

ache reektiert werden und kreuz und quer durch das Teilchen
2
Die Restitutionskoezienten sind ein Ma f

ur die Inelastizit

at eines Stoes und deniert
als Verh

altnis der Relativgeschwindigkeit nach dem Sto zu derjenigen vor dem Sto. Es ex-
istieren zwei Restitutionskoezienten. Einer f

ur die Geschwindigkeitskomponente normal zur
Storichtung und einer f

ur die tangentiale Komponente. Oftmals wird nur ein Gesamtrestitu-
tionskoezient f

ur den Betrag der Relativgeschwindigkeit angegeben.
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laufen
3
.

Ublicherweise benden sich die Teilchen aus diesem Grund nach einem
Sto weiterhin in Schwingungen, die dann nach und nach in W

arme umgesetzt
werden.

Uberschreitet der Druck in den Kompressionswellen einen bestimmten
Schwellwert, so kommt es zu dauerhaften plastischen Verformungen. Die jeweili-
gen Einzelheiten h

angen stark von Materialeigenschaften und Mikrostruktur der
Teilchen ab.
Die Kontakt

achen der Kugeln w

ahrend des Stoes sind zeitabh

angige Gr

o-
en, die ausgehend von einem Punkt anwachsen, eine maximale Ausdehnung
erreichen und wieder auf einen Punkt zusammenschrumpfen. Ausgangs- und
Endpunkt sind in der Regel nicht identisch. Die Druckverteilungen

uber die Kon-
takt

achen sind sehr inhomogen und nicht linear. W

ahrend an den R

andern der
Kontakt

achen nur wenig Druck zwischen den Kugeln herrscht, ist er in der Mitte
maximal. Auf Grund von Ober

achenwellen kann es zu Resonanzschwingungen
an den Kontakt

achen kommen.
Der normale Druck senkrecht zu den Kontakt

achen ist eine entscheiden-
de Gr

oe f

ur die Wechselwirkung der beiden Ober

achen. Bei kleinen normalen
Dr

ucken ergibt sich ein Gleiten unter Reibung, bei gr

oeren ein Haften. Dement-
sprechend ist es typisch, da beide Kugeln in der Mitte der Kontakt

achen haften
und auen gleiten. Man spricht von mikroskopischem Gleiten (englisch: Micro-
Slip). Zu Beginn und amEnde eines Stoes ist jedoch kein Haften der Ober

achen
m

oglich, da die normalen Dr

ucke nicht ausreichend sind. Manchmal ergibt sich
auch ein Regime des Quietschgleitens (englisch: Stick-Slip), bei dem die Ober-


achen periodisch aneinander haften und

ubereinander reiben. Wichtig sind in
diesem Zusammenhang Ober

acheneigenschaften der Teilchen und der Einu
von Verschmutzungen und Abrieb.
Alles in allem ist ein Sto folglich nicht nur eine viskoelastische Deformation
zweier Teilchen, sondern ein komplexes dynamisches Problem. Die komplizier-
ten zeitabh

angigen Tangential- und Normalkr

afte w

ahrend eines Stoes h

angen
nicht nur von der Schiefe und den Ausgangsgeschwindigkeiten ab, sondern sind
das Resultat der mikroskopischen Eigenschaften an den Ober

achen und inner-
halb der Teilchen. Dies macht deutlich, da der zeitliche Verlauf eines Stoes,
die auftretenden Kr

afte und die Dissipation von einer Vielzahl von Parametern
abh

angen, die zum Teil experimentell und theoretisch nicht zug

anglich sind. In
diesem Sinne sind mikromechanische Gr

oen wie Restitutions- oder Reibungs-
3
Eine kurze, lesenswerte Einf

uhrung zu dieser Problematik ist das Kapitel 51-3,
"
Wellen in
Festk

orpern\, der Feynman Vorlesungen

uber Physik [FLS63]. Darin werden als Beispiel die
Wellen im Festk

orper Erde beschrieben.
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koezienten, auf die die Physik der granularen Materie zur

uckgef

uhrt werden
soll, keine Konstanten sondern nur statistisch gemittelte Materialeigenschaften,
von denen es im Einzelfall groe Abweichungen geben kann. Es wurde zum Bei-
spiel festgestellt, da die Restitutionskoezienten bei einem Zweiteilchensto
selbst mit vereinfachenden Annahmen von der anf

anglichen Relativgeschwindig-
keit, der Geometrie des Stoes und den Reibungskoezienten abh

angen [SL92].
Der Haftreibungskoezient f

ur Zweiteilchenkontakte ist eine von der Zeitdauer
des Kontaktes abh

angige Gr

oe [HBP
+
94].
1.3 Fazit
Granulare Materie zeigt eine F

ulle von h

ochst interessanten Verhaltensformen
und Ph

anomenen. Computersimulationen sind in der Lage, neue Ph

anomene zu
entdecken und bekannte Ph

anomene zu erkl

aren. Diese Erkl

arungen beschr

anken
sich allerdings im wesentlichen auf das makroskopische Verhalten der granularen
Materie. Viele Ph

anomene basieren auf den

auerst komplexen mikroskopischen
Eigenschaften der einzelnen Teilchen und ihrer Kontaktwechselwirkungen. Schon
die Physik eines
"
einfachen\ Zweiteilchenstoes ist zu kompliziert, als da sie in
ihrer Gesamtheit verstanden w

are. In dieser Hinsicht ist die vollst

andige deter-
ministische Kenntnis

uber die Entwicklung eines Systems granularer Materie ein
bis heute und wahrscheinlich auch zuk

unftig unerreichbares Ziel. Alle Compu-
tersimulationen und Experimente k

onnen aus diesem Grund letztlich nur dazu
dienen, die wesentlichen von den unwesentlichenGr

oen und Parametern zu tren-
nen. Anschlieend wird man vielleicht in der Lage sein eine geeignete einheitli-
che Theorie der granularen Materie aufzustellen. Der Schwerpunkt dieser Arbeit
liegt hierbei auf dem gegenw

artigen Stand der Forschung, dem Entdecken und
Erkl

aren der makroskopischen Ph

anomene und der Entwicklung von neuen Mo-
dellen, die in bestimmten Teilbereichen der Physik granularer Materie eingesetzt
werden k

onnen.
Kapitel 2
BTR-Modell
Das Bottom-to-Top-Restructuring (BTR) Modell wurzelt im bekannten Modell
der ballistischen Ablagerung, das von W.M. Visscher und M. Bolsterli 1972 ein-
gef

uhrt wurde [VB72]. Es ist geeignet, die zeitliche Entwicklung quasi-statischer
granularer Systeme mit geringer Fluidisierung zu simulieren. Das Modell der
ballistischen Ablagerung war zun

achst von R. Jullien, P. Meakin und A. Pavlo-
vitch f

ur Simulationen der Segregation granularer Materie durch Vibration erwei-
tert worden [JMP92, JB93, JMP93]. Die abschlieende Entwicklung zum BTR-
Modell, das die genaue Form der

aueren Anregung der Systeme ber

ucksichtigt,
erfolgte durch G. Baumann, E. Jobs und D.E. Wolf [BJW93, Bau93, Job93].
Das BTR-Modell ist benannt nach der Regel, mit der in jedem Zeitschritt eine
Umstrukturierung der Teilchenpositionen erfolgt. Die Regel besagt, da dies in
einer sequentiellen Reihenfolge von unten nach oben zu erfolgen hat. Bis heute
wurde das BTR-Modell erfolgreich f

ur Simulation zweidimensionaler granularer
Materie in Trommelmischern und in vibrierten Boxen eingesetzt.
Da das BTR-Modell auf den rein geometrischen Ans

atzen der ballistischen
Ablagerungberuht, ist es ein minimalistisches Modell (englisch: Toy-Model). Be-
stimmte, komplexere physikalische Eigenschaften werden vernachl

assigt oder nur
in Grenzf

allen ber

ucksichtigt. Auf diese Weise hebt man die Rolle einer einzelnen
Eigenschaft, hier die der Geometrie, hervor. Da in solchen minimalistischen Mo-
dellen keine komplizierten Dierentialgleichungen zu l

osen oder komplexe Wech-
selwirkungen zu berechnen sind, ist die Geschwindigkeit der Simulationsalgorith-
men einer ihrer entscheidenden Vorteile.
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2.1 Bisherige Ergebnisse
Das BTR-Modell wird in dieser Arbeit zur Simulation der Dynamik granularer
Materie in zweidimensionalen, rotierenden Trommel verwendet. Ausgangspunkt
sind die Ergebnisse, die zuvor in einer Diplomarbeit [Bau93] erarbeitet und in
[BJW93] ver

oentlicht wurden. Darin sind die folgenden Punkte ausf

uhrlich ge-
schildert.
Das BTR-Modell hat einen stroboskopartigen Charakter. Dies bedeutet, da
nicht die vollst

andige Zeitentwicklung eines Systems simuliert wird, sondern
nur dessen Zust

ande in zeitlich konstanten Abst

anden. Die granulare Materie
wird in den physikalischen Grenzf

allen sehr groer Haftreibung, vernachl

assigter
Tr

agheit und verschwindender Restitutions- und Gleitreibungskoezienten mo-
delliert. Diese Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus den rein geometrischen
Ans

atzen des Modells und betonen den geometrischen Charakter der Ergebnisse.
Der Ablauf einer Simulation rotierender Trommeln gestaltet sich wie folgt: In
jedem der aufeinanderfolgenden Zeitschritte erfolgt zuerst eine Modellierung der
Rotation, indem die gesamte Konguration mit einer festen Rotationsschrittweite
 um den Mittelpunkt der Trommel gedreht wird. Anschlieend erfolgt eine
Sortierung der Teilchen nach aufsteigender H

ohe. Diese Sortierung wird genutzt,
um die Teilchen in sequentieller Reihenfolge von unten nach oben in das n

achste
lokale Minimum relaxieren zu lassen. Die Relaxation erfolgt nach den Regeln der
ballistischen Ablagerung und vernachl

assigt alle h

oher liegenden Teilchen. Dies
ist zul

assig, da sich die Teilchen entweder auf parallelen Trajektorien innerhalb
der F

ullung bewegen oder an der Ober

ache

uber gen

ugend Dilatanz verf

ugen,
so da h

ohere Teilchen leicht von niedrigeren verdr

angt werden k

onnen. Der
Einu h

oherer Teilchen ist also vernachl

assigbar. Ein Zur

uckgleiten der Teilchen
in die urspr

unglichen Positionen wird verhindert, indem die Trommelwand in
ihrem unteren Bereich als haftend simuliert wird. Physikalisch entspricht dies
der Tatsache, da die Haftreibung in diesem Bereich gr

oer ist als die tangentiale
Komponente der Gravitationskraft. Eine genaue und detailgetreue Beschreibung
des Algorithmus bendet sich in [Bau93].
Die Rotationsschrittweite  ist nicht mit der Rotationsgeschwindigkeit ei-
nes echten Experimentes zu verwechseln. Es existieren keine nat

urlichen Einhei-
ten im BTR-Modell, die den Simulationszeitschritt mit der physikalischen Zeit
verkn

upfen. Der simulierte physikalische Grenzfall vernachl

assigter Tr

agheit der
Teilchen bedeutet vielmehr eine Simulation mit langsamer Rotation der Trom-
mel. Die genaue Rolle von  wird sp

ater, innerhalb dieser Arbeit gekl

art.
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Das BTR-Modell ist in der Lage, das bekannte physikalisch richtige Verhalten
in rotierenden Trommel zu reproduzieren. Hierzu geh

ort die radiale Segregation
der kleineren Teilchen einer bidispersen F

ullung
1
zu einem Kern nahe der Ober-


ache. Als Mechanismus der Segregation wurde ein rein geometrischer Eekt
erkannt. F

ur die kleineren Teilchen ist die Wahrscheinlichkeit gr

oer, innerhalb
einer Lawine von einer Nische an der Ober

ache eingefangen zu werden, als f

ur
ein groes Teilchen. Demzufolge bewegen sich die kleinen Teilchen bevorzugt auf
Trajektorien nahe der Trommelmitte und die groen bevorzugt auf solchen nahe
der Trommelwand.
Als Indikator f

ur die Existenz der Segregation wurde ein endlicher Abstand
zwischen den Schwerpunkten der kleinen und groen Teilchen erkannt. Mit die-
sem Indikator konnte gezeigt werden, da Segregation f

ur alle Radienverh

altnisse
r = r
s
=r
l
 0:9 auftritt. Der Indikator h

angt absolut und relativ von der Sy-
stemgr

oe ab. Der Winkel zwischen der Ober

ache und der Horizontalen ist eine
Funktion des Radienverh

altnisses. Ein Ma f

ur den F

ullungsgrad einer Trommel
ist der auf den Trommelradius normierte Abstand zwischen dem Schwerpunkt
aller Teilchen und dem Trommelmittelpunkt.
In monodispersen Systemen existiert eine strukturelle Selbstorganisation. Die
Kongurationen der Teilchen in der Trommel zeigen eine kristalline Packungs-
struktur mit verschiedenen Dom

anen und Defektlinien und einem amorphen Be-
reich im oberen Teil der F

ullung. Durch die Rotation ist diese Struktur dy-
namischen Umstrukturierungen unterworfen. Um k

unstliche Periodizit

aten der
Struktur zu vermeiden war es notwendig die Rotationsschrittweite irrational zu
w

ahlen. Dies wurde fortan und so auch in dieser Arbeit ber

ucksichtigt. Ein typi-
scher Wert, der ab hier als elementare Einheit der Rotationsschrittweite deniert
sei, ist  = (
p
99=10)

:
= 1 (eine Winkeleinheit).
1
Bidisperse F

ullungen bestehen aus einer Teilchenmischung zweier Gr

oen. Monodisperse
F

ullungen besitzen eine einheitliche Teilchengr

oe.
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2.2 Dynamik in einer rotierenden Trommel
Horizontal rotierende Trommeln werden seit langem zur Mischung granularer
Materie eingesetzt. Jedem Leser werden die Betonmischer bekannt sein, die auf
Lastkraftwagen installiert sind. Sie werden im Werk getrennt mit Zement, Was-
ser, Kies und Sand bef

ullt und mischen den Beton auf demWeg zumKunden. An-
dere Einsatzorte von Trommelmischern sind zum Beispiel M

ullverbrennungs

ofen,
Zementherstellung oder Mahlwerke. In der mechanischen Verfahrenstechnik und
damit in nahezu jedem Industriezweig, allen voran der chemischen Industrie, wer-
den rotierende Trommeln zum Trocknen, Befeuchten, Mischen, Heizen, K

uhlen,
Verbrennen, Pelletieren, Zerkleinern oder f

ur Reaktionen zwischen Gasen und
Festk

orpern verwendet. Da dies nicht immer unproblematisch ist, zeigt eine
Staubexplosion die k

urzlich ein ganzes Mahlwerk in Wesel zerst

orte. In diesem
Mahlwerk wurde das Mahlgut mit Hilfe von groen, sehr schweren Stahlkugeln,
Abbildung 2.1: Foto aus der Rheinischen Post vom 13.11.1996.
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die zus

atzlich zum Mahlgut in eine rotierende Trommel gegeben wurden, zerklei-
nert. Ein solches Mahlwerk nennt man Kugelm

uhle.
Wegen ihrer weiten Verbreitung sind rotierende Trommeln seit langem Ge-
genstand der Forschung. Die erste dokumentierte fundamentale Arbeit geht auf
Y. Oyama aus dem Jahre 1939 zur

uck [Oya39]. Leider ist diese Arbeit in Japa-
nisch verfasst, soda ein Mitteleurop

aer ihren Inhalt in der Regel nur anhand der
vielen interessanten Bilder und Schemata erfassen kann. Eine

Uberblick

uber die-
se Arbeit gibt S.S. Weidenbaum [Wei58]. Demnach sind bereits von Oyama alle
wesentlichen Mechanismen in rotierenden Trommeln erkannt worden. Sie werden
im Folgenden dargestellt.
2.2.1 Bisherige Befunde im

Uberblick
In rotierende Trommeln existieren unterschiedliche dynamische Regime in Ab-
h

angigkeit von der Rotationsgeschwindigkeit der Trommel [Wei58, Raj90]. F

ur
langsame Umdrehungen ergibt sich ein Regime mit diskreten Lawinen. Darin
ist die Zeitdauer der Lawinen in der Regel sehr viel k

urzer als der Zeitraum
zwischen den Lawinen. Das Ober

achenprol ist im wesentlichen linear. Dieses
Regime ist Gegenstand der Simulationen mit dem BTR-Modell, dieser Arbeit,
sowie den meisten anderen bekannten Arbeiten. Erh

oht man die Rotationsge-
schwindigkeit der Trommel, so geht man zu einem Regime mit kontinuierlicher
Lawinenaktivit

at an der Ober

ache

uber. Hierbei wird das Ober

achenprol mit
steigender Geschwindigkeit immer S-f

ormiger. Das anschlieende Regime ist da-
durch gekennzeichnet, da sich einzelne Teilchen aus der Ober

ache l

osen und
im freien, bogenf

ormigen Flug zum Fu der F

ullung zur

uckkehren. Schlielich
erreicht man das letzte Regime, wenn die Rotationsgeschwindigkeit so gro wird,
da alle Teilchen durch die Zentrifugalkraft an der Wand gehalten werden und
keine Lawinen mehr zu beobachten sind. Die jeweiligen

Uberg

ange zwischen den
einzelnen Regimen sind ieend.
Der Mischproze in dreidimensionalen rotierenden Trommeln basiert auf zwei
verschiedenen Mechanismen [Wei58]. Es existieren innerhalb der Lawinen ein so-
genannter lokaler Mischmechanismus durch Scherung und ein sogenannter glo-
baler Mischmechanismus durch Diusion in axialer Richtung. Der lokale Mecha-
nismus ist ein zweidimensionaler Eekt, was besagt, da er in radialer Richtung,
senkrecht zur Rotationsachse der Trommel auftritt. K

urzlich konnten Metcalfe
et al. mit einem zweidimensionalen Experiment zeigen, da dieser Mechanismus
am eektivsten ist, wenn die Trommel zu einem Viertel gef

ullt ist [MSMO95].
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Der globale Mischmechanismus basiert auf einer Art Random-Walk in axialer
Richtung, den die Teilchen beim Hinunterrollen ausf

uhren. Dies hat zum Bei-
spiel zur Folge, da sich zwei anf

anglich in der rechten und linken H

alfte einer
Trommel getrennte Teilchensorten durchmischen. Da es sich um einen stocha-
stischen Proze handelt, l

at er sich durch eine Diusionsgleichung beschreiben
[Lac54, HCHF66, CDFL92]. Der globale Mischmechanismus ist erheblich lang-
samer als der lokale.
Mit den beiden Mischmechanismen ist die Segregation granularer Materie eng
verkn

upft. Wird eine Trommel mit verschiedenartigen, zum Beispiel bidispersen
Teilchen gef

ullt, so stellt sich an Stelle einer guten Mischung duch die beiden
Mechanismen eine Segregation, also Entmischung der verschiedenen Teilchensor-
ten ein [Oya39, Wei58, DR62, RC71, Wil76, SKB91, ZLL
+
94, Nak94, NACF97,
HK95, HKC96]. Entsprechend der Geschwindigkeit des lokalen Mechanismuses
entsteht die dadurch verursachte radiale Segregation schon innerhalb der ersten
Umdrehung der Trommel. Die radiale Segregation

auert sich in einem Kern aus
kleinen Teilchen innerhalb der F

ullung nahe der Ober

ache. Sie wird ebenfalls
in zweidimensionalen Systemen beobachtet [CB95, Can95, CDR93, CRD95]. Die
axiale Segregation, die durch den globalen Mechanismus verursacht wird und
deshalb viel sp

ater entsteht,

auert sich in B

andern aus Teilchen alternierender
Gr

oe. Abh

angig von den verwendeten Teilchen und ihren Eigenschaften stellt
sich nach vielen Umdrehungen ein dynamisches Gleichgewicht bez

uglich der Se-
gregation ein. Dieser Gleichgewichtszustand kann aus rein axialer oder rein radia-
ler Segregation oder einer Mischform bestehen [Oya39, DR62]. Als Ursache f

ur die
axiale Segregation wird im allgemeinen ein Unterschied im B

oschungswinkel zwi-
schen monodispersen und bidispersen Bereichen einer F

ullung angesehen. Nach-
wievor ist aber umstritten, ob die Stirnw

ande der Trommeln die axiale Segrega-
tion induzieren oder nicht. Einige Forscher sehen dies als gegeben [DR62, Nak94]
andere nicht [ZLL
+
94, HK95]. Interessanterweise haben neuere Untersuchungen
gezeigt, da es m

oglich ist durch eine Verringerung der Rotationsgeschwindigkeit
die axiale Segregation wieder r

uckg

angig zu machen [HK94, HK95].
Weitere interessante Aspekte bieten die Analysen von Lawinenstatistiken in
rotierenden Trommeln.DemModell der selbstorganisierten Kritizit

at von P. Bak,
C. Tang und K. Wiesenfeld zufolge [BTW87, BTW88] erwartete man, da La-
winen in rotierenden Trommeln ein entsprechendes kritisches Verhalten zeigen
w

urden. Es stellt sich aber heraus, da an Stelle des kritischen Verhaltens ein
eher periodisches Verhalten bestimmter Lawinenaktivit

aten zu verzeichnen ist
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[JLN89, ER89, Eve91, CDFL92, CLDBR95]. Letzteres kann mit einem stocha-
stischen Markov-Proze beschrieben werden [MGLARR
+
93].
2.2.2 Segregation
Wie schon erw

ahnt ist das BTR-Modell in der Lage, die radiale Segregation
der Teilchen einer bidispersen Mischung in einer zweidimensionalen rotierenden
Trommel zu reproduzieren. Eine entsprechende Simulation ist durch die folgen-
den Gr

oen charakterisiert. Alle L

angen werden in Einheiten des Radiuses der
groen Teilchen r
l
= 1 gemessen. Das Radienverh

altnis r der groen und kleinen
Teilchen ist deniert als r = r
s
=r
l
 1. Hierbei ist r
s
der Radius der kleinen
Teilchen. R bezeichnet den Radius der Trommel und N die Anzahl der Teilchen
in der Trommel. Diese ist in bidispersen Systemen die Summe der Anzahl der
kleinen Teilchen N
s
und der groen Teilchen N
l
. Dies deniert wiederum die
Konzentration c = N
s
=N der kleinen Teilchen innerhalb der F

ullung. Schlie-
lich ist der F

ullungsgrad der Trommel   eine Funktion der F

ullh

ohe h, bis zu
der die Trommel gef

ullt ist [Bau93]. Fast alle bisherigen und folgenden Untersu-
chungen verwenden ann

ahernd halb gef

ullte Trommeln mit einer F

ullh

ohe von
h = 0:95R, was einemF

ullungsgrad von   = 0:45 entspricht.Mehr als halb gef

ull-
te Trommeln besitzen einen Kern von Teilchen innerhalb der F

ullung, der nicht
an den Ober

achenlawinen partizipiert, und deshalb die Ergebnisse verf

alschen
kann [DR62, MSMO95]. Der letzte verbliebene Parameter einer Simulation ist
die Rotationsschrittweite  der Trommelrotation.
Die Abbildung 2.2 zeigt das Ergebnis einer typischen Simulation radialer Se-
gregation in einer rotierenden, ann

ahernd halb gef

ullten Trommel.Die Parameter
der Simulation sind der Abbildung zu entnehmen, die in a) die Anfangskongu-
ration und in b) das gleiche System nach drei Umdrehungen der Trommel zeigt.
Man erkennt sehr deutlich die Segregation der Teilchen. Die kleinen Teilchen
haben sich in einem Kern gesammelt und die groen sind bevorzugt nahe der
Trommelwand zu nden. Die Konguration der groen Teilchen zeigt Ans

atze
kristalliner Packungsstrukturen, wie sie in rein monodispersen Systemen auftre-
ten. Die dargestellte Segregation entsteht in BTR Simulationen analog zu den
experimentellen Befunden [CB95] schon innerhalb der ersten Umdrehung der
Trommel. Die Form und die Position der
"
Segregationswolke\ der kleinen Teil-
chen kann sich in Abh

angigkeit von den Simulationsparametern innerhalb der
zweiten und dritten Umdrehung ein wenig

andern. Sp

atestens mit Abschluss der
dritten Umdrehung sind alle anf

anglichen Transienten abgeschlossen [Bau93].
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 (a)  (b) 
Abbildung 2.2: Segregation in einer typischen BTR-Simulation. (a) zeigt die ge-
mischte Anfangskonguration und (b) das gleiche System nach 3 Umdrehungen.
Die Parameter sind R = 90, N = 4955, r = 0:5, c = 0:5,   = 0:45 und  = 1.
2.2.2.1 Trajektorien und Ergodizit

at
Meistens ist es in Experimenten zu kompliziert oder sogar unm

oglich die Be-
wegungen aller Teilchen nachzuhalten. Aus diesem Grund verwenden Experi-
mentatoren sehr oft die Untersuchungsmethode der markierten Teilchen. Dabei
verfolgt man die Dynamik einzelner markierter Teilchen, die zum Beispiel eine
andere Farbe haben [CCF
+
96], um so auf die Dynamik des gesamten Systems zu
schlieen. Voraussetzung f

ur diese Methode ist, da das untersuchte System ergo-
disch ist. Ergodisch bedeutet in diesem Fall, da die statistischen Eigenschaften
des Ensemblemittels

uber das System identisch mit denen des Zeitmittels

uber
die beobachteten Trajektorien der markierten Teilchen sind.
Um die Ergodizit

at in rotierenden Trommeln zu pr

ufen wurden die Trajek-
torien eines groen und eines kleinen markierten Teilchens in einem System mit
den Parametern aus Abbildung 2.2

uber 500 Umdrehungen aufgenommen
2
. Die
Abbildung 2.3 zeigt einen Ausschnitt von circa 55 Umdrehungen aus diesen Tra-
jektorien. Beide Trajektorien bestehen ungef

ahr aus halbkreisf

ormigen Abschnit-
ten innerhalb der F

ullung und aus geraden Abschnitten an der Ober

ache. Die
2
Die Ezienz und Schnelligkeit des BTR-Algorithmuses zeigt sich daran, da f

ur diese
Trajektorien nur 21 Stunden Rechenzeit auf einer IBM RS6000/355 Risc Workstation ben

otigt
wurden.
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Abbildung 2.3: Trajektorien eines markierten a) kleinen und b) groen Teilchens
in dem System aus Abbildung 2.2. Die dicken Linien separieren die Lawinenzone
vom Rest der F

ullung.
geraden Abschnitte kennzeichen die Lawinenzone, die ungef

ahr eine Breite von
6 L

angeneinheiten aufweist. Mit diesem Verhalten wird noch einmal deutlich
die Berechtigung f

ur das sequentielle Vorgehen von unten nach oben des BTR-
Modells best

atigt. Innerhalb der F

ullung bewegen sich alle Teilchen auf paralle-
len halbkreisf

ormigen Bahnen. H

oherliegende Teilchen k

onnen w

ahrend der Um-
strukturierungen eines Zeitschrittes vernachl

assigt werden, weil sich die relativen
Positionen der Teilchen zueinander nicht wesentlich

andern. In der Lawinenzone
kennzeichnen gr

oere Wegstrecken eine vermehrte Dilatanz, das heit geringere
Dichte. Tieferliegende Teilchen rutschen prinzipiell vor h

ohergelegenen die Ober-


ache hinab. Sie sind, um voranzurutschen, in der Lage h

oherliegende Teilchen
wenn n

otig zur Seite zu schieben (Dilatanz).
In Abbildung 2.3 ist die Lawinenzone durch eine Linie vom Rest der F

ullung
getrennt. Der Winkel dieser Linie mit der Horizontalen ist der mittlere Angel
of Repose 
r
= 62:4

in diesem System. Die Trennungslinie ist so positioniert,
da alle abw

arts gerichteten Bewegungen auf ihrer rechten Seite liegen und die
Segregation deutlich auf ihrer linken Seite stattndet. Die Segregation des klei-
nen Teilchens ist daran zu erkennen, da es sich bevorzugt auf Bahnen nahe der
Trommelmitte bewegte. Das groe Teilchen zeigt einen bevorzugten Aufenthalt
nahe der Wand. Qualitativ entspricht die dargestellte Segregation des kleinen
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beziehungsweise groen markierten Teilchens den experimentellen Ergebnissen
von E. Clement, J. Duran und J. Rajchenbach, die eine einzelne kleine bezie-
hungsweise groe Scheibe in einem ansonsten monodispersen zweidimensionalen
System untersuchten [CDR93, CRD95].
F

ur eine genaue Quantizierung der Segregation wurde die radiale Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P (m) f

ur das Aunden des kleinen beziehungsweise
groen Teilchens in einem relativen Abstand m vom Mittelpunkt der Trommel
untersucht. Dazu wurde die halbgef

ullte Trommel in n konzentrische Schalen der
Breite w unterteilt und ein Histogramm H(m
i
) aufgestellt, das angibt, wie oft
das Teilchen sich in der i-ten Schale mit mittleremAbstandm
i
vomTrommelmit-
telpunkt befunden hat. Ber

ucksichtigung fanden nur die Teile der Trajektorien,
die auerhalb der Lawinenzone lagen. Es gelten:
w =
R
n
; m
i
= (i  0:5)w ; i = 1; : : : ; n : (2.1)
Die radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung erh

alt man, wenn man das Histogramm
mit der auf die Gesamt

ache aller Schalen normierten Fl

ache A
i
der i-ten Schale
normiert:
P (m
i
) =
H (m
i
)
A
i
P
i
H (m
i
)
: (2.2)
R
h S
mi
Lawinenzone
Abbildung 2.4: Schema der Geometrie der Schalen zur Ermittelung der radialen
Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Die Fl

ache A
i
einer Schale ergibt sich unter Ber

ucksichtigung der Gesamt

ache
der F

ullung zu:
A
i
=
m
i
arccos

R h
S
m
i

P
i
m
i
arccos

R h
S
m
i

=
2wm
i
arccos

R h
S
m
i

0:5R
2
  (R   h
S
)
q
R
2
  (R   h
S
)
2
 R
2
arcsin

R h
S
R

(2.3)
Dabei ist die absolute H

ohe h
S
der Gesamt

ache, dargestellt in Abbildung 2.4,
insbesondere bei Trommeln, die nicht halbgef

ullt sind, eine wichtige Gr

oe.
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Abbildung 2.5: Radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung f

ur a) jeweils ein markier-
tes kleines und groes Teilchen. Kleines Teilchen: gestrichelte Linie (w = 1:0)
und Kreise (w = 4:5). Groes Teilchen: gepunktete Linie (w = 1:0) und Rauten
(w = 4:5). Die waagerechte Linie stellt die Gleichverteilung P
u
dar. b) f

ur die
Gesamtheit der kleinen (Kreise) beziehungsweise groen (Rauten) Teilchen. Die
Linien zeigen die Verteilungen f

ur beide Gr

oen gemittelt

uber 75 Anfangskon-
gurationen (w = 1:0 in allen F

allen).
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In dieser Form ist Gleichung (2.3) nur f

ur Trommeln g

ultig, die halb oder weniger
als halb gef

ullt sind. F

ur gr

oere F

ullungen ergibt sich aus analogen geometri-
schen

Uberlegungen eine

ahnliche Gleichung. Die Normierung der Fl

achen A
i
der
Schalen ist notwendig, damit P (m
i
) den Charakter einer Dichte beh

alt. Dies gilt
insbesondere, wenn keine Segregation vorhanden ist. Das Histogramm ist dann
entsprechend der Fl

achen der Schalen verteilt [H(m
i
) = A
i
P
i
H(m
i
)] und die
radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine Gleichverteilung:
P
u
(m
i
) = 1 : (2.4)
In Abbildung 2.5a) ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung f

ur das groe und
das kleine markierte Teilchen dargestellt, die aus den Trajektorien

uber 500 Um-
drehungen gewonnen wurde. Beide Verteilungen weichen deutlich voneinander
und von der ebenfalls dargestellten Gleichverteilung ab. F

ur das kleine Teilchen
erkennt man eine erh

ohte Aufenthaltwahrscheinlichkeit nahe der Ober

ache, un-
terhalb der Lawinenzone und f

ur das groe Teilchen eine solche nahe der Wand.
Dort zeigt die Kurve des groen Teilchens Oszillationen, die nur f

ur kleinere
Schalenbreiten zu erkennen sind. Sie entstehen durch die strukturelle Selbstor-
ganisation der groen Teilchen zu konzentrischen Schalen entlang der Wand, die
deutlich in Abbildung 2.2b) zu sehen ist.
Zum Vergleich ist in Abbildung 2.5b) die radiale Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung f

ur die Gesamtheit der kleinen beziehungsweise groen Teilchen dargestellt.
Diese wurden ermittelt, indem die Anzahl der jeweiligen Teilchen in den Schalen

uber 180 statistisch unabh

angige Kongurationen entsprechend der Gleichung
(2.2) in die Histogramme aufgenommen wurden. Die statistische Unabh

angig-
keit war dadurch gew

ahrleistet, da zwischen zwei Messungen 200 Zeitschritte
lagen. F

ur halbgef

ullte Trommeln mit der gew

ahlten Gr

oe der Rotationsschritt-
weite von  = 1 bedeuten circa 180 Zeitschritte eine totale Umw

alzung der
gesamten F

ullung.
Vergleicht man die beiden Darstellungen in Abbildung 2.5, so ist zu erken-
nen, da sie beide sehr gut

ubereinstimmen. Sowohl das markierte kleine als auch
groe Teilchen besitzen im zeitlichen Mittel die gleiche radiale Wahrscheinlich-
keitsverteilung wie die Gesamtheit der jeweiligen Teilchensorte im Ensemblemit-
tel. Das Verhalten ist demzufolge ergodisch. Die gemischten Anfangskongura-
tionen entsprechen der theoretischen Gleichverteilung. Es mu betont werden,
da dieses Ergebnis nicht trivial ist. Es war durchaus denkbar, da der Hauptteil
einer
"
Segregationswolke\ auf Dauer aus den gleichen kleinen Teilchen besteht.
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Mit Hilfe der Methode der markierten Teilchen l

at sich hervoragend ein
Nachweis

uber die Existenz von Segregation f

ur unterschiedliche Radienverh

alt-
nisse r der Teilchen f

uhren. Untersucht wurden Radienverh

altnisse im Bereich
0:5  r  0:9. In Abbildung 2.6 ist die radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Trajektorie eines markierten kleinen Teilchens eines Systems mit Radienverh

alt-
nis r = 0:9 dargestellt. F

ur dieses und alle kleineren Radienverh

altnisse ist P (m)
keine Gleichverteilung. Allerdings ist die Segregation deutlich schw

acher ausge-
pr

agt als f

ur den Fall von r = 0:5. Man beachte die Absolutwerte von P (m) im
Vergleich zur Abbildung 2.5a).
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
m/R
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
P(
m)
Abbildung 2.6: Radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Trajektorie eines klei-
nen Teilchens mit r
s
= 0:9 in einem bidispersen System (c = 0:5,R = 90): Punkte
(w = 4:5) und Linie (w = 10:0). Die Striche zeigen die Gleichverteilung.
Aus der radialen Wahrscheinlichkeitsverteilung der kleinen Teilchen l

at sich
ein Ma f

ur die Segregation ableiten. Dieses Ma ist die relative Abweichung der
radialen Wahrscheinlichkeitsverteilung von der Gleichverteilung:
M =
X
i
A
i
jP (m
i
)  P
u
j : (2.5)
M l

at sich in sinnvoller Weise normieren und stellt somit ein wirkliches Ma f

ur
die Segregation dar. Dies ist f

ur den Abstand  des Schwerpunktes der kleinen
Teilchen
~
S
s
vom Gesamtschwerpunkt aller Teilchen
~
S
ges
,
 =



~
S
s
 
~
S
ges


 (2.6)
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nicht der Fall. Dieser Abstand war zuvor als Indikator f

ur die Existenz der Segre-
gation erkannt worden [Bau93].  ist ohne Segregation oensichtlich gleich Null
und vergr

oert sich je st

arker die Segregation wird.
In Abbildung 2.7 sind sowohlM als auch  als Funktion des Radienverh

altnis-
ses r aufgetragen. Die Fehlerbalken sind die Standardabweichung der Mittelung

uber 30 verschiedene Systeme. F

ur jedes einzelne System wurden die Daten

uber
5 Umdrehungen der Trommel aufgenommen. Dabei wurden jeweils 3 anf

angliche
Umdrehungen auer Acht gelassen. Beide Gr

oen zeigen ein

ahnliches Verhalten.
Die St

arke der Segregation nimmt monoton mit steigendem Radienverh

altnis ab
und ist f

ur alle untersuchten Radienverh

altnisse ungleich Null.
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
r
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Abbildung 2.7: a) relative AbweichungM der radialen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von der Gleichverteilung der Trajektorien eines kleinen markierten Teilchens
und b) der Abstand der Schwerpunkte der kleinen Teilchen und der Gesamtheit
der Teilchen  als Funktion des Radienverh

altnisses r in Trommeln der Gr

oe
R = 90 mit Konzentration der kleinen Teilchen c = 0:5.
2.2.2.2 Segregationsmechanismus in der Lawinenzone
Die Abbildung 2.7 l

at vermuten, da Segregation f

ur alle Radienverh

altnisse
r < 1:0 existiert. Ihre Entstehung basiert auf einem Entmischungseekt, der in
der Lawinenzone anzusiedeln ist, wie die halbkreisf

ormigen Trajektorien inner-
halb der F

ullung in Abbildung 2.3 beweisen. Es wird allgemein angenommen, da
die Segregation durch eine erh

ohte Einfangwahrscheinlichkeit der Nischen an der
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Ober

ache f

ur kleine Teilchen zustandekommt [DR62]. Hinzu kommt ein Ent-
mischungseekt der durch das Random-Fluctuating-Sieve-Model von S.B. Savage
und C.K.K. Lun beschrieben wird [SL88]. In scherenden Systemen mit erh

ohter
Dilatanz, wie sie Lawinenzonen typischerweise darstellen, kommt es zu einer ver-
mehrten Ansammlung der kleinen Teilchen in den unteren Bereichen der Scher-
zone, weil f

ur die kleinen Teilchen eine gr

oere Wahrscheinlichkeit besteht, in
eine L

ucke und unter ein groes Teichen zu schl

upfen, als f

ur den umgekehr-
ten Fall. Versteht man unter der Ober

ache einer Trommelf

ullung die Grenze
zwischen Teilchen, die in stabilen Positionen liegen und den Lawinenteilchen, so
rollt demzufolge ein erh

ohter Anteil von kleinen Teilchen

uber diese Ober

ache,
vorausgesetzt die Lawinenzone besteht nicht nur aus einer Monolage.
Im BTR-Modell benden sich alle Teilchen nach einem Zeitschritt in einer
stabilen Position. Dies macht seinen stroboskopartigen Charakter aus. Es l

at
sich deshalb nicht ermitteln, welche Teilchen w

ahrend eines Zeitschrittes eine
Lawine gebildet haben und welche nicht. Da die Lawinen im allgemeinen sehr
d

unn sind, bildet die Ober

ache des vorangegangenen Zeitschrittes die Nischen,
die im folgenden Zeitschritt die Teilchen einfangen.
F

ur eine genaue Untersuchung des Segregationsprozesses wurden die Vertei-
lungsfunktionen der lokalen Steigungen  der Ober

ache ermittelt. Diese lokale
Steigung ergaben sich nach Beendigung eines Zeitschrittes aus dem Winkel zwi-
schen der Horizontalen und der Verbindungslinie zwischen den Mittelpunkten
zweier benachbarter Teilchen der Ober

ache. Da die Tangente an zwei benach-
barte Teilchen nicht parallel zu ihrer Verbindungslinie ist, wenn die Teilchen
unterschiedlich gro sind, wurden vier partielle Verteilungen gemessen. Die vier
verschiedene Steigungen 
ij
sind der Abbildung 2.8 zu entnehmen. Der Index i
steht f

ur die Gr

oe des weiter links liegenden Teilchens, der Index j entsprechend
f

ur das weiter rechts liegende.
Die Verteilungen der lokalen Steigungen wurden in halbgef

ullten Trommeln
der Gr

oe R = 90 mit Konzentrationen der kleinen Teilchen c = 0:5 f

ur ver-
schiedene Radienverh

altnisse ermittelt. Eine Messung erfolgte jeweils

uber 100
Umdrehungen der Trommel, wobei die ersten 3 Umdrehungen vernachl

assigt
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Abbildung 2.8: Denition der lokalen Steigungen 
ij
der vier elementaren Ober-


achenkongurationen. Die gestrichelte Linie zeigt den B

oschungswinkel, der
durch eine lineare Regression der Ober

ache ermittelt wurde.
wurden. Die Rotationsschrittweite betrug  = 1. Die Bestimmung der lokalen
Steigungen wurden in einer H

ohe von 1:5R abgebrochen. Dies war notwendig, da
sich die Ober

ache im oberen Viertel der Trommel in Richtung der Trommelwand
neigt [siehe Abbildung 2.2b)]. Es h

atte sich kein repr

asentatives Bild imBezug auf
den Ober

achenbereich der Segregation ergeben, wenn man diesen Teil ebenfalls
ber

ucksichtigt h

atte.
In Abbildung 2.9 und 2.10 sind die Verteilungsfunktionen der lokalen Stei-
gungen aus Systemen mit r = 0:5 und r = 0:9 aufgetragen. Die jeweils in a)
dargestellten Kurven zeigen die Gesamtverteilung aller Steigungen ohne Unter-
teilung nach Gr

oe der beteiligten Teilchen. In Abbildung 2.9a) ist zus

atzlich
die Verteilung in einem entsprechenden System der Gr

oe R = 120 aufgetra-
gen. Da die Kurven f

ur beide Systemgr

oen identisch sind, beweist dies, da die
Verteilungsfunktionen unabh

angig von der Systemgr

oe sind. In den Darstellun-
gen der partiellen Verteilungen sind jeweils die Gewichte P
ij
der entsprechenden
Verteilungen an der Gesamtverteilung aus a) angegeben. Hierbei gilt
P
P
ij
= 1.
In Abbildung 2.11 ist die Verteilungsfunktion der lokalen Steigungen in einem
monodispersen System aufgetragen. F

ur Vergleichszwecke enth

alt die Abbildung
ebenfalls die Verteilungen P (
ll
) aus den Abbildungen 2.9(b) und 2.10(b). Diese
wurden mit ihrem jeweiligen Gewicht P
ll
normiert.
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Abbildung 2.9: Verteilungsfunktionen der lokalen Steigungen der Ober

ache in
einem System mit r = 0:5.
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Abbildung 2.10: Verteilungsfunktionen der lokalen Steigungen der Ober

ache in
einem System mit r = 0:9.
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Abbildung 2.11: Normierte Verteilungsfunktionen der lokalen Steigungen der
Ober

ache P (
ll
) f

ur groe Teilchen.
Eine Interpretation der obigen Verteilungen verlangt eine Kenntnis dar

uber,
wann zwei benachbarte Teilchen eine Nische bilden, die ein anderes Teilchen ein-
fangen kann. Von Interesse sind hierbei im wesentlichen zwei groe Teilchen, weil
diese naturgem

a die gr

oten Nischen bilden und somit die gr

oten Einfangwahr-
scheinlichkeiten besitzen. Diese Kombination von Teilchengr

oen besitzt auer-
dem das gr

ote Gewicht an den Gesamtverteilungen. In Abbildung 2.12 ist eine
solche lokale Nische dargestellt. Der Winkel 	 = 90

   bestimmt die Gr

oe
der Nische. Man sieht sofort, da f

ur 	  30

keine M

oglichkeit zum Einfangen
eines anderen Teilchens besteht. F

ur gr

oere Werte von 	 ergeben sich die Ein-
l
Ψ
Φ
Ψ
Ψ
r
r
r
rs
l
l
Abbildung 2.12: Schema f

ur die Bestimmung der Nischengr

oen.
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fangm

oglichkeiten f

ur kleinere Scheiben durch einfache geometrische

Uberlegun-
gen bis zu einem maximalen Radienverh

altnis:
r =
8
>
>
>
<
>
>
>
:
0 : 0

	 30

2 sin	  1 : 30

<	 45

(1  cos 	) cos 	 : 45

<	 60

1 : 60

<	 90

: (2.7)
Aus Abbildung 2.11 ist zu entnehmen, da f

ur alle gemessenen Radienverh

alt-
nisse die Verteilung P (
ll
) f

ur alle  > 30

gr

oer als Null ist. Dies bedeutet,
da auf einer ausreichend langen Ober

ache, das heit f

ur ausreichend groe
Trommeln, immer Nischen existieren, die eine kleine Kugel einfangen k

onnen,
w

ahrend eine groe Kugel dar

uber hinwegrollen w

urde. Dies gilt f

ur jedes Radi-
enverh

altnis r einschlielich monodisperser Systeme. Folglich ist somit bewiesen,
da im BTR-Modell kein kritisches Radienverh

altnis existiert, oberhalb dessen
Segregation nicht mehr auftreten w

urde. Gr

oensegregation ist vielmehr f

ur alle
Radienverh

altnisse r < 1:0 existent.
Aus den Abbildungen der Verteilungen der lokalen Steigungen geht weiterhin
hervor, da in allen F

allen eine groe Zahl von lokalen Kongurationen exi-
stiert, die sich an der Grenze zur Instabilit

at ( = 90

) benden. Das bedeutet,
da schon die kleinste Rotation zu weiterer Lawinenaktivit

at f

uhren k

onnte. Im
BTR-Modell wird dies zun

achst mit der festen Rotation um imn

achsten Zeit-
schritt vermieden. Erst nach dieser festen Rotation relaxiert die Ober

ache. In
realen Systemen kann dies der Fall sein, wenn Koh

asion, Adh

asion oder Haftrei-
bung ein Wegrollen oder Weggleiten zun

achst verhindern. In diesem Sinne kann
die Rotationsschrittweite als Hysteres zwischen B

oschungswinkel und Stabilit

ats-
grenzwinkel interpretiert werden. Wie sp

ater noch eingehender untersucht wird,
sind zus

atzlich Vibationseekte mit der Rotationsschrittweite  verkn

upft.
Der B

oschungswinkel ist eine wichtige charakteristische Gr

oe f

ur ein granu-
lares Material. Aus der Gesamtverteilung der lokalen Steigungen der Ober

achen
[Abbildungen 2.9a) und 2.10a)] l

at sich eine mittlere Steigung berechnen:
hi =
Z
P () d : (2.8)
Diese mittlere Steigung hi ist eine N

aherung f

ur den B

oschungswinkel. Da die
unterschiedliche L

angen der Verbindungslinien nicht ber

ucksichtigt werden, ist
hi immer etwas kleiner als der B

oschungswinkel. Dieser wird exakt durch ei-
ne lineare Regression der Ober

achenteilchen ermittelt. Er ist zusammen mit
hi in Abbildung 2.13 als Funktion des Radienverh

altnisses r aufgetragen. Je
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Abbildung 2.13: B

oschungswinkel 
r
(Punkte mit Fehlerbalken) und der gemit-
telte lokale Winkel hi (Rauten) als Funktion des Radienverh

altnisses r ermittelt
in halbgef

ullten Trommeln der Gr

oe R = 90

uber 20 Umdrehungen.

ahnlicher sich die beiden Teilchenradien sind, desto n

aher sind sich die beiden
Mewerte. Die gezeigten Fehlerbalken sind die Standardabeichungen der Fluk-
tuationen des B

oschungswinkels und nicht der statistische Fehler der Messung.
Mit zunehmendem Radienverh

altnis und folglich abnehmender Segregation wird
die Ober

ache immer acher. Ein vergr

oerter B

oschungswinkel in bidispersen
Systemen gegen

uber monodispersen konnte ebenfalls in experimentellen Unter-
suchungen beobachtet werden [HK95].
Mit zunehmender Segregation werden kleine Teilchen an der Ober

ache im-
mer seltener und groe Teilchen immer wahrscheinlicher. Dies dr

uckt sich in den
Gewichten der Verteilungen der lokalen Steigungen P
ij
an der Gesamtverteilung
aus. Dies f

uhrt auf ein alternatives Ma der Segregation. Dieses Ma ist das
Verh

altnis von benachbarten groen P
ll
Teilchen zu benachbarten kleinen Teil-
chen P
ss
, das mit zunehmendem Radienverh

altnis schw

acher wird. In Abbildung
2.14 ist dieses Verh

altnis aufgetragen. Die gestrichelte Linie zeigt den bestm

ogli-
chen Fit an dieses Verhalten, ein Potenzgesetz. Die Existenz des Potenzgesetzes
verdeutlicht mit einem Exponenten von ungef

ahr  1:7 noch einmal, da kein
kritisches und damit charakteristisches Radienverh

altnis existiert.
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Abbildung 2.14: Verh

altnis der Gewichte der partiellen Verteilungen f

ur benach-
barte groe und kleine Teilchen P
ll
=P
ss
als Funktion des Radienverh

altnisses r
ermittelt in halbgef

ullten Trommeln der Gr

oe R = 90

uber 20 Umdrehungen.
Die Fehlerbalken sind die Standardabweichung der statistischen Schwankungen
des Verh

altnisses w

ahrend der Umdrehungen. Die gestrichelte Linie zeigt einen
Fit mit P
ll
=P
ss
/ r
 1:7
.
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2.2.3 Lawinenaktivit

at
Im letztenAbschnitt wurde der Segregationsmechanismus anhand statischer Ober-


acheneigenschaften untersucht. Nun soll die Aufmerksamkeit auf die dynami-
schen Aspekte der Teilchenbewegungen gerichtet werden. W

ahrend der Rotation
der Trommel, das heit w

ahrend eines Zeitschrittes im BTR-Modell, ver

andern
alle Teilchen ihre Positionen. Generell ist es nicht m

oglich, Positionswechsel, die
durch die Rotation bedingt sind, von solchen zu unterscheiden, die sich auf Grund
von Ober

achenaktivit

aten ergeben. Durch kleine Umstrukturierungen nehmen
auch die Teilchen innerhalb der F

ullung nicht diejenigen Positionen ein, die sie
auf Grund der reinen Rotation erhalten haben. Dieser Umstand ist zum Beispiel
an den Fluktuationen der halbkreisf

ormigen Trajektorien in Abbildung 2.3 zu
erkennen.
Um die Gr

oe kollektiver Bewegungen durch Lawinen an der Ober

ache zu
quantizieren wurde eine Aktivit

at s deniert. Diese ist die Summe aller euklid-
schen Abst

ande zwischen den Positionen ~r der Teilchen vor (Index i) und nach
(Index f) einem Zeitschritt:
s
:
=
X
j2LZ


~r
(f)
j
  ~r
(i)
j


 : (2.9)
In dieser Denition ist es notwendig, nur diejenigen Teilchen zu ber

ucksichtigen,
die sich in der Lawinenzone (LZ) benden. Ohne Beschr

ankung auf die Lawinen-
zone kommt ein starkes Hintergrundrauschen der anderen Bereiche der F

ullung
zum Tragen. Die exakte r

aumliche Ausdehnung der Lawinenzone ist in realen
Systemen und im BTR-Modell eine uktuierende Gr

oe. Es variiert sowohl ihre
Breite als auch der Winkel gegen

uber der Horizontalen. F

ur praktische Zwecke
ist jedoch eine statische, empirische Denition der Lawinenzone sinnvoll. Zu die-
sem Zweck wurde der mittlere B

oschungswinkel gemessen und die Grenze zur
Lawinenzone durch eine Linie parallel zur mittleren Ober

ache festgelegt (siehe
Abbildung 2.3). Der Abstand der mittleren Ober

ache zum Trommelmittelpunkt
betrug in allen Systemen 0:05R. Der Abstand der Grenzlinie wurde einheitlich
auf 0:225R festgelegt. Abw

arts gerichtete Teilchenbewegungen wurden stets nur
oberhalb dieser Grenzlinie beobachtet. Andere Bewegungen innerhalb der auf
diese Weise festgelegten Lawinenzone, die im wesentlichen nur auf der Rotation
beruhen, erbringen nur minimale Beitr

age zur Aktivit

at s und sind deshalb ver-
nachl

assigbar. Insgesamt ist die auf diese Weise denierte Aktivit

at zwar nicht in
der Lage, die exakte Gr

oe einer Lawine zu messen, aber groe Lawinen sind auf
jeden Fall immer mit einer groen Aktivit

at verbunden. Ihre Aussagekraft ist in
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diesem Sinne mindestens so gro wie der emitierte Ger

auschpegel von Lawinen,
der in einigen Experimenten gemessen wurde [ER89, Eve91, CDFL92].
Zun

achst wurde die Aktivit

at in bidispersen Systemen mit Radienverh

altnis
r = 0:5 untersucht. Ermittelt wurden die Verteilungsfunktionen P (s;R) der to-
talen Aktiv

at und der partiellen Aktivit

aten der groen und kleinen Teilchen f

ur
verschiedene Trommelradien. Jede Verteilung beruht auf einer Messung w

ahrend
100 Umdrehungen mit einer Rotationsschrittweite von  = 1. Wie

ublich wur-
den die ersten drei transienten Umdrehungen der Trommel nicht ber

ucksichtigt
und alle Verteilungen normiert:
Z
P (s;R) ds = 1 : (2.10)
Anschlieend wurden die ermitteltenVerteilungen mit einem Finite-Size-Scaling-
Ansatz reskaliert [KNWZ89]:
P (s;R) / R
 
 F

s
R


: (2.11)
Hierbei ist F eine geeignete Skalenfunktion und  und  sind die Skalenexpo-
nenten. Aus der Normierung (2.10) erh

alt man sofort durch einfaches Einsetzen
des Finite-Size-Scaling-Ansatzes:
 =  ; (2.12)
vorrausgesetzt die Skalenfunktion f

allt f

ur groe Aktivit

aten rapide genug ab.
In den Abbildungen 2.15,2.16 und 2.17 sind die ermittelten und reskalierten
Verteilungen der Aktivit

aten aufgetragen. Es ist zu erkennen, da der Finite-
Size-Scaling-Ansatz nur im Falle der groen Teilchen (Abbildung 2.16) ein be-
friedigendes Ergebnis liefert. Die totale Aktivit

at und die Aktivit

at der kleinen
Teilchen lassen sich oensichtlich nicht zu einem Datenkollaps reskalieren. F

ur
die groen Teilchen l

at sich das Skalenverhalten unabh

angig, anhand einer Ska-
lenrelation testen. Dazu sei angenommen, da die mittlere Aktivit

at hsi von der
Systemgr

oe wie ein Potenzgesetz mit Exponent m abh

angt:
hsi =
Z
sP (s;R) ds / R
m
: (2.13)
Durch Einsetzen des Skalenansatzes (2.11) in diese Gleichung und Substitution
mit z = s=R

erh

alt man die Skalenrelation
2    = m : (2.14)
Zusammen mit Gleichung (2.12) folgt:
 =  = m : (2.15)
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Durch numerischeMittelwertbestimmungen der Verteilungen aus Abbildung 2.16
ergibt sich ein Wert von  =  = m = 3:01  0:05. Dieser Wert f

uhrt auch zum
bestm

oglichen Datenkollaps der Verteilungen f

ur groe Teilchen. Das so oen-
barte kubische Skalenverhalten der mittleren Aktivit

at hsi / R
3
ist eine Folge
der Massenerhaltung der Systeme. Die gesamte Masse einer F

ullung wird bei
gleichbleibendem F

ullungsgrad und gleichbleibender Rotationsschrittweite in ei-
ner bestimmten Anzahl von Zeitschritten unabh

angig von der Systemgr

oe um-
gew

alzt. Deshalb mu in jedem einzelnem Zeitschritt eine Masse proportional
zum Quadrat der Systemgr

oe durch die Lawinenzone transportiert werden. Die
mittlere Transportl

ange ist dabei einfach proportional zur Systemgr

oe. Dement-
sprechend skalt die Aktivit

at insgesamt kubisch.
10-3 10-2
s/Rβ
10-1
100
101
102
103
P s
(s)
Rν
60 90 120 180
R
1
2
3
τR
Abbildung 2.15: Mit  =  = m = 3:01 reskalierte partielle Verteilungen der
Aktivit

aten der kleinen Teilchen P
s
(s;R). Alle Ergebnisse wurden in halbgef

ull-
ten Trommeln mit r = 0:5 und  = 1 mit Systemgr

oen R = 60 (gef

ullte
Quadrate), R = 90 (Kreise), R = 120 (gef

ullte Rauten) und R = 180 (Kreuze)
gewonnen. In einem begrenztem Bereich zwischen 10
 3
und 10
 2
zeigt sich ein
Potenzgesetz [Gleichung (2.17)]. Im eingesetzten Bild ist die Abh

angigkeit des
Exponenten 
R
von der Systemgr

oe abgebildet.
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10-3 10-2
s/Rβ
10-1
100
101
102
P l
(s)
Rν
Abbildung 2.16: Analog zu Abbildung 2.15 dargestellte partielle Verteilungen
der Aktivit

aten der groen Teilchen P
l
(s;R). Die gestrichelte Linie zeigt einen
exponentiellen Fit [Gleichung(2.16)] mit dem Exponenten 1= = 632:5.
10-3 10-2 10-1
s/Rβ
10-1
100
101
102
P t
(s)
Rν
Abbildung 2.17: Analog zu Abbildung 2.15 dargestellte Gesamtverteilungen der
Aktivit

aten aller Teilchen P
t
(s;R). Die gestrichelte Linie zeigt einen Fit mit
Gleichung (2.18) und den Exponenten 

R
= 0:68 und 1=

R
= 67:97.
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Die Skalenfunktion F
l
der Verteilungen P
l
(s;R) der Aktivit

aten der groen
Teilchen besitzt im Bereich fallender Aktivit

aten ein exponentielles Verhalten.
Die gestrichelte Linie in Abbildung 2.16 zeigt einen Fit mit:
F
l
(z) / exp

 
z


: (2.16)
Hierbei ist  eine charakteristische, mit R
3
skalierte Aktivit

at.
Die Verteilungen P
s
(s;R) f

ur die kleinen Teilchen zeigen kein Finite-Size-
Scaling (Abbildung 2.15). Auerdem ist im Gegensatz zu den groen Teilchen das
Verhalten nicht exponentiell. Vielmehr kann man in einem begrenzten Bereich
ein Potenzgesetz:
F
s
(z) / z
 
R
(2.17)
erkennen. Der Exponent 
R
wird kleiner mit steigender Systemgr

oe. Oensicht-
lich steigt die Anzahl der kleinen Teilchen in der Lawinenzone durch die Segre-
gation schneller als mit R
2
an. Dies erkl

art die Systemgr

oenabh

angigkeit des
Exponenten und die Vergr

oerung der mittleren Aktivit

at mit steigendem Trom-
melradius. Der logarithmische Fit, der im eingesetzen Bild von Abbildung 2.15 zu
sehen ist, l

at vermuten, da sich die Systemgr

oenabh

angigkeit bei einer Gr

oe
von circa R  690

andern m

ute. Diese Gr

oe ist mit ungef

ahr 290.000 Teilchen
leider fern jeder m

oglichen Realisierbarkeit. Deshalb sollte man diese Aussage
nur qualitativ interpretieren.
Da sich die totale Aktivit

at aller Teilchen additiv aus den partiellen Akti-
vit

aten der kleinen und groen Teilchen zusammensetzt, zeigen die Verteilungen
P
t
(s;R) in Abbildung 2.17 ebenfalls kein Finite-Size-Scaling. Der Beitrag der
kleinen Teilchen verhindert dies. Die Skalenfunktion F
t
l

at sich f

ur abfallen-
de Aktivit

aten gut mit einem Produktansatz der beiden Skalenfunktionen der
partiellen Verteilungen tten:
F
t
(z) / z
 

R
 exp
 
 
z


R
!
: (2.18)
Allerdings sind diesesmal beide Exponenten systemgr

oenabh

angig. Die ermit-
telten Werte deuten an, da zwischen den Exponenten aus den Gleichungen 2.17
und 2.18 die Relation 

R
' 
R
=3 besteht.
In Analogie zur kollektiven Aktivit

at s aller Teilchen in der Lawinenzone l

at
sich eine individuelle Aktivit

at d eines einzelnen Teilchens denieren. d ist der
euklidsche Abstand zwischen den Positionen eines Teilchens vor und nach einem
Zeitschritt. Mit Hilfe der Methode der markierten Teilchen wurden die Verteilun-
gen der individuellen Aktivit

aten P (d) f

ur eine groes und ein kleines Teilchen
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Abbildung 2.18: Verteilungen P (d) der individuellen Aktivit

aten (d) von mar-
kierten Teilchen in der Lawinenzone. Ermittelt in bidispersen Systemen

uber 100
Umdrehungen. Die unteren Kurven zeigen das Ergebnis f

ur ein kleines Teilchen
mir r
s
= 0:5 und die oberen das Ergebnis f

ur ein groes Teilchen.
in bidispersen Systemen innerhalb der Lawinenzone gemessen und in Abbildung
2.18 aufgetragen. Aus dieser Abbildung erkennt man zun

achst einmal, da die
Aktivit

at des kleinen Teilchens durchweg geringer ist als die des groen Teilchens.
Der Grund daf

ur liegt zweifelsohne in der Segregation, die darauf basiert, da
kleine Teilchen sehr viel schneller von einer Nische an der Ober

ache eingefan-
gen werden und deshalb im Mittel kleinere Strecken zur

ucklegen. Im Gegensatz
zur kollektiven Aktivit

at ist f

ur beide Teilchengr

oen kein Finite-Size-Scaling zu
beobachten. Stattdessen sind die Verteilungen der kleineren Aktivit

aten f

ur alle
Systemgr

oen identisch. Mit steigender Systemgr

oe nimmt die Wahrscheinlich-
keit f

ur groe Aktivit

at kontinuierlich zu. Dieses Ergebnis zeigt, da die Aktivit

at
eines einzelnen Teilchens auf kleiner Skala nur von den lokalen Eigenschaften
der Ober

ache abh

angt. Solche lokalen Eigenschaften sind im wesentlichen un-
abh

angig von der Systemgr

oe, wie die Verteilungen der lokalen Steigungen f

ur
verschiedene Trommelgr

oen in Abbildung 2.9a) gezeigt haben. Der

Ubergang
zwischen den identischen Verteilungen f

ur kleine Aktivit

aten und dem Beginn
des Einues der Systemgr

oe scheint bei einer charakteristischen Aktivit

at von
ungef

ahr d  5 zu liegen. In den Kurven der Abbildung 2.18 zeigt sich dort ein
entsprechender Knick in den Verteilungen. Unterhalb des Knickes l

at sich ein
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systemgr

oenunabh

angiges Potenzgesetz an die Verteilungen tten, das im Falle
des kleinen Teilchens einen Exponenten von  2:0 0:1 und im Falle des groen
Teilchens von  1:8  0:1 liefert. Oberhalb des Knickes liefert der Ansatz eines
Potenzgesetzes ein nur d

urftiges Ergebnis.
Die unterschiedlichen Verteilungen der Aktivit

aten s und d in den Abbildun-
gen 2.15, 2.16 und 2.18 widersprechen nicht der im Abschnitt 2.2.2 gemachten
Feststellung der Ergodizit

at. Die beiden unterschiedlichen Aktivit

aten s und d
sind im Sinne dieser Ergodizit

at nicht identisch, weil die Anzahl der Teilchen des
Ensemblemittels s in der Lawinenzone einer Fluktuation unterworfen ist, die f

ur
das Zeitmittel d nicht existiert. Auerdem ist die Aktivit

at s per Denition eine
kollektive Gr

oe. F

ur ihre Verteilung ist die Wechselwirkung aller Teilchen der
Lawinenzone w

ahrend eines einzelnen Zeitschrittes bestimmend. Diese Wechsel-
wirkung geht in der Erstellung eines Zeitmittels der Bewegung eines einzelnen
Teilchens

uber viele Zeitschritte verloren.
Experimentelle Ergebnisse zur Lawinenaktivit

at in rotierenden Trommeln
sind leider praktisch nicht vorhanden. Die einzige Arbeit, die eine Statistik der
Lawinengr

oe zeigt, ist mit den obigen Ergebnissen nicht zu vergleichen [CDFL92].
Dort wurden die Fluktuationen der Grenzline zwischen Trommelwand und F

ull-
ung, am Boden der Trommel gemessen. Spr

unge in der Position der Grenzlinie
wurden als Lawinen interpretiert und die Weite der Spr

unge mit der Gr

oe der
Lawinen identiziert. Sieht man von der Ungenauigkeit dieser Methode und von
der Tatsache, da die Experimente dreidimensional waren, einmal ab, so bleibt
immer noch festzuhalten, da Lawinen nicht erfasst wurden, die den Boden der
Trommel nicht erreichten. Die auf diese Weise experimentell gefundene Vertei-
lung mit scharfen Spitzen ist aus diesen Gr

unden nicht mit den hier dargestellten
Ergebnissen zu vergleichen.
Da im BTR-Modell keine physikalische Zeitskala existiert, ist ein Vergleich
mit anderen experimentellen Ergebnissen, die in Systemen mit gr

oerer N

ahe zu
den Eigenschaften des BTR-Modells bestimmt wurden [JLN89, ER89, Eve91],
leider ebenfalls nicht m

oglich. In diesen Arbeiten wurden Statistiken

uber die
Dauer von Lawinen und

uber die Zeitr

aume zwischen den Lawinen aufgestellt.

Uberraschenderweise nden sich in experimentellen Ergebnissen zu Lawinen,
die bei der Entstehung von Sandhaufen beobachtet wurden [HSK
+
90, BCKN92,
RVK93], eine gr

oere

Ubereinstimmung mit dieser Arbeit. J. Rosendahl, M. Ve-
kic und J. Kelley [RVK93] haben zum Beispiel die Gr

oenverteilung von Lawinen
in relativ kleinen Sandhaufen mit Hilfe einer Pr

azisionswaage gemessen. Sie n-
den ebenfalls eine breite Verteilung der Lawinengr

oen, kein Finite-Size-Scaling
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und einen Knick in der Verteilung, wie in Abbildung 2.18. Wenn man akzeptiert,
da das allm

ahliche Rotieren einer granularen Packung eine nicht viel andere An-
regung als das Aufsch

utten von Teilchen auf die Spitze eines Sandhaufens ist, so
kann man schlieen, da geometrische Faktoren, die das BTR-Modell bestimmen,
eine erhebliche Rolle f

ur Lawinenaktivit

aten in realen Systemen spielen.
2.2.3.1 Monodisperse Systeme
Es wurde schon erw

ahnt, da in monodispersen Systemen eine strukturelle Selbst-
organisation der granularen Packung existiert [BJW93, Bau93]. Aus einer unge-
ordneten Anfangskonguration entsteht ein geordneter station

arer Zustand in-
nerhalb der ersten 90

Drehung der Trommel. Zu beobachten sind verschiedene
geordnete Dom

anen, die durch Defektlinien voneinander getrennt sind (Abbil-
dung 2.19). Im oberen Bereich der F

ullung erh

oht sich die Anzahl der Defekte,
so da f

ur die meisten Kongurationen die Struktur dort eher mit amorph als
mit kristallin bezeichnet werden kann. Obwohl die Rotation der Trommel f

ur eine
st

andige Dynamik sorgt, ist die Struktur der Packung in dem Sinne statisch, da
sich die Positionen der Defektlinien nicht

andern. Neben dieser Zeitunabh

angig-
 (a)  (b) 
Abbildung 2.19: Typische Kongurationen monodisperser Systeme in Trommeln
der Gr

oen (a) R = 90 und (b) R = 120. Das Netzwerk entsteht durch die
Verbindung der Mittelpunkte benachbarter Teilchen, die sich ber

uhren.
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keit der Packungsstruktur ist zus

atzlich eine Selbst

ahnlichkeit zu verzeichnen.
Unabh

angig von der Gr

oe der Trommel entstehen strukturell gleiche Dom

anen
an gleichen Positionen. Die Selbst

ahnlichkeitwird deutlich an Abbildung 2.19, die
die Packungsstruktur zweier unterschiedlich groer Trommelnmit monodisperser
F

ullung zeigt.
Die in Abbildung 2.19 zu sehende gekr

ummte Ober

ache monodisperser Sys-
teme macht es schwierig einen B

oschungswinkel zu denieren und zu messen.
Generell ist zu beobachten, da f

ur ann

ahernd halb gef

ullte Trommeln ein cha-
rakteristischer Knick der Ober

ache in einer H

ohe von h  0:66R existiert, ober-
halb dessen die Ober

ache nahezu linear ist. Aus diesem Grund ist es sinnvoll,
den B

oschungswinkel als die Steigung des mittleren Bereiches der Ober

ache zu
denieren, und dort durch eine lineare Regression zu bestimmen. Der mittlere
Bereich der Ober

ache wird durch den charakteristischen Knick bei h = 0:66R
nach unten und durch die schon geschilderte, einsetzende Kr

ummung der Ober-


ache bei h = 1:5R nach oben beschr

ankt.
In der vorangegangenen Diplomarbeit war ein periodisches Verhalten der
Packungsstruktur in monodispersen Systemen durch rein visuelle Betrachtungen
der Simulationen erkannt worden [Bau93]. In Folge dessen wurde die Rotations-
schrittweite irrational gew

ahlt. Eine zeitabh

angige Messung des B

oschungswin-
kels zeigt nun, da eine irrationale Rotationsschrittweite die k

unstlichen Periodi-
zit

aten des BTR-Modells f

ur monodisperse Systeme nicht verhindert (Abbildung
2.20). Es werden vielmehr nur verschiedene, sich

uberlagernde Perioden auf un-
terschiedlich langen Zeitskalen eingef

uhrt und insgesamt die Dauern der Perioden
verl

angert. In Abbildung 2.20 betr

agt die k

urzeste Periodendauer 44 Rotations-
schritte.
Die beobachtbaren Periodizit

aten in monodispersen Systemen haben nat

urlich
Auswirkungen auf die Lawinenaktivit

at s. In Abbildung 2.21 ist die Verteilung
der Aktivit

at in monodispersen Systemen dargestellt. Man erkennt, da im Ge-
gensatz zu bidispersen Systemen die Verteilung nicht kontinuierlich ist, sondern
aus vielen einzelnen Spitzen besteht.
Untersucht man den zeitlichen Verlauf der Lawinenaktivit

aten von monodis-
persen und bidispersen Systemen mit einer Autokorrrelationsfunktion
A(n) = hs(n
0
)  s(n
0
+ n)i ; (2.19)
so bietet sich ein analoges Bild (Abbildung 2.22). Das monodisperse System zeigt
Periodizit

aten verschiedener L

angenskalen. Die gr

ote Skala betr

agt ungef

ahr
1300 Rotationsschritte, was immerhin 3:6 Trommelumdrehungen entspricht. Das
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Abbildung 2.20: Zeitlicher Verlauf des B

oschungswinkels 
r
als Funktion der
Anzahl der Rotationsschritte n in einer monodispers gef

ullten Trommel mit R =
90 und  = 1. (b) zeigt einen Ausschnitt aus (a) mit drei Subperioden.
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Abbildung 2.21: Histogramm der Verteilung der Aktivit

at P (s) in einem mono-
dispersen System mit R = 90 und  = 1 ermittelt in der Lawinenzone

uber
100 Umdrehungen der Trommel.
bidisperse System zeigt

uberhaupt keine langreichweitigenKorrelationen. Es sind
oensichtlich nur die unmittelbar aufeinanderfolgenden Lawinen korreliert. Eine
solche Korrelation ist in jedem Fall unvermeidbar. Die entsprechenden Frequenz-
spektren der Autokorrelationsfunktionen in Abbildung 2.23 unterstreichen dieses
Bild. Das monodisperse System zeigt ein Spektrum mit scharfen diskreten Wer-
ten und das bidisperse System weies Rauschen.
Die obigen Beobachtungen unterstreichen die wichtige Rolle der Unordnug
in Packungsstrukturen bidisperser Systemen. Diese Unordnung gen

ugt, um die
Periodizit

aten monodisperser Systeme zu zerst

oren. Sie ist bisher neben der be-
schr

ankten Darstellungsgenauigkeit der Rechner die einzige Quelle f

ur Rauschen
im BTR-Modell. Die Periodizit

aten der monodispersen Systeme entstehen durch
die beschr

ankte Anzahl m

oglicher Kongurationen der Teilchen. Diese werden
durch die gekr

ummte Trommelwand vorgegeben. Solche Periodizit

aten und die
starke Ordnung monodisperser Systeme wurden explizit in Experimenten noch
nicht untersucht, deuten sich aber an [CDR93, CRD95].
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Abbildung 2.22: Normierte Autokorrelationsfunktion A(n) der totalen Aktivit

at
als Funktion der Anzahl der Rotationsschritte n in einem (a) bidispersen (r =
0:5) und (b) monodispersen System mit R = 90 und  = 1.
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Abbildung 2.23: Frequenzspektrum S
A
(f) der Autokorrelationsfunktionen aus
Abbildung 2.22 des (a) bidispersen und (b) monodispersen Systems.
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2.2.3.2 Rolle der Rotationsschrittweite
Die physikalische Bedeutung der Rotationsschrittweite  l

at sich erkennen,
wenn man sich noch einmal den Ablauf eines Zeitschrittes im BTR-Modell ver-
gegenw

artigt. Innerhalb eines Zeitschrittes wird zuerst die gesamte Konguration
um gedreht und anschlieend erfolgt eine Umstrukturierung der Teilchen von
unten nach oben. Alle lokalen Kongurationen der Ober

ache bleiben zun

achst
w

ahrend der Rotation erhalten. Erst mit der Umstrukturierung zerfallen sie. Der
Erhalt gilt auch f

ur eigentlich instabile lokale Kongurationen, die schon nach
sehr kleinen Rotationen auftreten (siehe Abschnitt 2.2.2). Dies steht im Einklang
zum modellierten Grenzfall sehr groer Haftreibung und ist in diesem Sinne rea-
listisch.
Insgesamt kann die Rotationsschrittweite  als Hysterese zwischen B

osch-
ungswinkel und Stabilit

atsgrenzwinkel interpretiert werden. Diese Hysterese ist
in realen Systemen eine feste materialabh

angige Gr

oe. F

ur den Wert der Rotati-
onsschrittweite im BTR-Modell ist deshalb nur ein Wert sinnvoll, der kleiner oder
gleich dem Wert der Hysterese realer Systeme ist. F

ur einen kleineren als den
realen Wert von  triggert das BTR-Modell die Hysterese. Es wird jedesmal
nachdem der B

oschungswinkel um  vergr

oert wurde eine Lawine ausgel

ost.
Der Ausl

oser einer Lawine ist die Umstrukturierung der Teilchen. Dieser
Schritt verl

auft identisch zu Simulationen von R. Julien, P. Meakin und A. Pav-
lovitch vibrierter granularer Materie [JMP92, JB93, JMP93]. Aus diesem Grund
kann die Umstrukturierung im BTR-Modell als eine schwache Vibration, die der
Rotation

uberlagert ist, interpretiert werden. Die Vibration triggert den Stabi-
lit

atsgrenzwinkel und die Rotationsschrittweite  ist folglich das Verh

altnis
aus Rotationsgeschwindigkeit ! der Trommel und Frequenz  der

uberlagerten
Vibration:
 =
!

: (2.20)
Je kleiner  ist, desto gr

oer ist die Anzahl der Vibrationszyklen pro Um-
drehung. Die Existenz der zus

atzlichen Vibration ist nicht nur eine sinnvolle
Erkl

arung f

ur das Triggern der Hysterese zwischen B

oschungswinkel und Stabi-
lit

atsgrenzwinkel sondern auch f

ur die kleinen Positionsverschiebungen, die in-
nerhalb der F

ullungen zu beobachten sind.
In einem Experiment von H.M. Jaeger, C. Liu und S.R. Nagel wurde ein kom-
plettes Verschwinden der Hysterese beim Einschalten einer zus

atzlichen Vibrati-
on beobachtet [JLN89]. Dieses komplette Verschwinden ist auf eine im Vergleich
zum BTR-Modell sehr viel gr

oere Frequenz der Vibration zur

uckzuf

uhren. Man
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benutzte zur Erzeugung der Vibration einen Lautsprecher. Gegenstand der Ar-
beit von Jaeger, Liu und Nagel war die Relaxation der Steigung der Ober

ache
gegen

uber der Horizontalen in einer rotierenden und gleichzeitig vibrierenden
Trommel. Eine wesentliche Beobachtung war, da die Steigung kleiner wurde,
wenn die Rotation stoppte und nur noch die Vibration wirkte. Je gr

oer die In-
tensit

at und Frequenz der Vibration war, desto schneller el die Steigung ab. Zur
Erkl

arung dieses Verhaltens stellten Jaeger, Liu und Nagel ein einfaches Modell
auf [JLN89]. Dessen wesentliche Annahmen sind, da die mechanische Vibration
als eine eektive Temperatur interpretiert werden kann. Die Wahrscheinlichkeit
f

ur das Entkommen eines Teilchen aus einem mittleren Potentialminimum, das
von den Nachbarteilchen gebildet wird, h

angt exponentiell von der inversen ef-
fektiven Temperatur ab. F

ur den zeitlichen Abfall der Steigung  ergab sich eine
Dierentialgleichung der folgenden Form:
d
dt
=  Ae
c
: (2.21)
Hierbei sind A und c Konstanten, die von der Intensit

at der Vibration abh

angen.
Die Gleichung (2.21) war in der Lage, die experimentellen Ergebnisse sehr gut
wiederzugeben [JLN89].
Wenn nun im BTR-Modell ebenfalls eine permanente Rotation existiert, die
die Steigung vergr

oert, und gleichzeitig eine Vibration, die die Steigung ver-
ringert, dann wird sich ein Gleichgewicht zwischen beiden Prozessen einstellen.
F

ur die Steigung 
s
des daraus resultierenden station

aren Zustandes ergibt sich
demnach:
d
s
dt
= !  A
s
e
c
s
: (2.22)
Oensichtlich entspricht der B

oschungswinkel 
r
im BTR-Modell der station

aren
Steigung 
s
. Zusammen mit Gleichung (2.20) ergibt sich auf diese Weise ein
funktioneller Zusammenhang zwischem dem B

oschungswinkel und :
 =
A


r
e
c
r
: (2.23)
Um diesen Zusammenhang zu verizieren, wurde f

ur ein bidisperses System
die Abh

angigkeit des B

oschungswinkels von der Rotationsschrittweite gemessen.
Das Ergebnis ist in Abbildung 2.24 zu sehen. Der dargestellte Fit basiert auf
Gleichung (2.23). Es wurde f

ur den Fit angenommen, da die Frequenz  der
Vibration konstant und  proportional zu ! ist. Diese Annahme mu nicht
zutreen, da  das Verh

altnis von ! und  ist. Man kann eine

Anderung von
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 ebenfalls in umgekehrtemSinne interpretieren: konstante Rotationsgeschwin-
digkeit und ver

anderliche Vibrationsfrequenz. Nichtsdestotrotz ist die

Uberein-
stimmung zwischen den Messwerten und dem Fit befriedigend. Zumindest ergab
dieser Fit die weitaus beste

Ubereinstimmung aller denkbaren Fits mit einfachen
zweiparametrigen Testfunktionen.
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Abbildung 2.24: Gemittelter B

oschungswinkel 
r
als Funktion der Rotations-
schrittweite  gemessen in einer Trommel mit R = 90 und r = 0:5

uber 20
Umdrehungen. Die Linie zeigt einen auf Gleichung (2.23) basierenden Fit.
Die hier dargestellte Interpretation von  l

at sich leider nicht eindeutiger
verizieren. Zum Beispiel ist eine direkte Messung der Relaxation der Steigung
mit ausgeschalteter Rotation analog zu [JLN89] im BTR-Modell nicht m

oglich.
Ohne Rotation erh

alt man nach wenigen Vibrationszyklen eine stabile Kon-
guration, die nicht weiter relaxiert. Insgesamt zeigen aber die Hysterese und
Abbildung 2.24, da die Gleichung (2.20) die richtige Interpretation der Rotati-
onsschrittweite darstellt. In diesem Sinne m

ussen alle bisherigen und zuk

unftigen
Ergebnisse als Resultate eines gleichzeitig rotierenden und vibrierenden Systems
interpretiert werden. Der untersuchte B

oschungswinkel 
r
ist immer ein Gleichge-
wichtszustand aus beiden konkurrierenden dynamischen Prozessen. Er ist streng
genommen weder mit dem B

oschungswinkel station

arer Systeme noch mit dem
dynamischen B

oschungswinkel rotierender Trommeln im Regime kontinuierlicher
Lawinen [Can95] identisch. Absolut betrachtet sind diese Unterschiede allerdings
gering. Selbst in station

aren Zust

anden ist der B

oschungswinkel keine eindeutige
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Gr

oe [BR70].
F

ur weitergehende Untersuchungen des Einues der Rotationsschrittweite
wurde das Frequenzspektrum der Zeitreihen von 
r
f

ur verschiedene  auf-
genommen. Die Spektren zeigen Potenzgesetze mit einem Cuto f

ur kleine Fre-
quenzen f :
S(f;) / f
 y()
: (2.24)
Der Exponent y h

angt von der Gr

oe der Rotationsschrittweite ab. Diese Abh

angig-
keit ist gegeben durch:
y () =
1
a+ b
: (2.25)
Die Konstanten a = 0:480:05 und b = 0:290:03 sind durch einen Fit ermittelt
worden. Das Verhalten des Exponenten ist dem eingesetzten Bild von Abbildung
2.25, die die verschiedenen Frequenzspektren zeigt, zu entnehmen.
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Abbildung 2.25: Frequenzspektrum S(f) einer zeitlichen Sequenz des B

oschungs-
winkels in einem System mit R = 90, r = 0:5 und c = 0:5 f

ur verschiedene Rota-
tionsschrittweiten  = 0:25; 0:5; 0:75; 1:0; 1:5; 2:0 (von unten nach oben). Das
eingesetzte Bild zeigt den ermittelten Exponenten aus Gleichung (2.24) und den
Fit mit Gleichung (2.25).
Die Frequenzspektren aus Abbildung 2.25 wurden ermittelt, indem der B

osch-
ungswinkel nach jedem Zeitschritt aufgenommen wurde. Dies bedeutet unter der
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Annahme, da die Rotationsgeschwindigkeit jeweils konstant war und die Vibra-
tionsfrequenz variierte, da die Spektren mit unterschiedlicher, diskreter Aufnah-
merate t = 1= = =! aufgenommen wurden. Es ist eine allgemein bekannte
Tatsache, da das Fourier Spektrum kontinuierlicher Funktionen von der Auf-
nahmerate abh

angt [PTVF92]. Aus diesem Grund ist zu

uberpr

ufen, ob dies eine
Auswirkung auf den Exponenten y hat. Als Test wurden die Frequenzspektren
verschiedener neuer Sequenzen von 
r
bestimmt. Die verschiedenen Sequenzen
ergaben sich aus einer Simulation mit  = 1, einer Simulation mit  = 0:25,
bei der nur nach jedem vierten Zeitschritt ein Messwert aufgenommen wurde
und einer Simulation mit  = 1, wobei innerhalb eines Zeitschrittes auf die
Rotation jeweils vier Umstrukturierungen folgten. Das Ergebnis des Tests ist in
Abbildung 2.26 dargestellt. Die Spektren wurden wie in Abbildung 2.25 f

ur eine
sinnvolle Darstellung versetzt zueinander aufgetragen. Die skalenden Teile der
Spektren mit einem Potenzgesetzverhalten zeigten urspr

unglich einen Datenkol-
laps.
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f
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100
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Abbildung 2.26: Frequenzspektrum S(f) zeitlicher Sequenzen des B

oschungswin-
kels in einem System mitR = 90 und r = 0:5 f

ur  = 1:0 (gef

ullte Rauten), f

ur
 = 0:25 mit Messung nach jedem vierten Zeitschritt (Kreise) und f

ur einen
Rotationschritt mit  = 1:0 gefolgt von 4 Umstrukturierungsschritten inner-
halb eines Zeitschrittes (Kreuze). Die Linie zeigt ein Potenzgesetz mit Exponent
y = 1:3.
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Demzufolge l

at sich festhalten, da die Abh

angigkeit des Exponent y von
der Rotationsschrittweite  in Abbildung 2.25 eine Folge der unterschiedlichen
Aufnahmeraten der Mewerte ist. Zus

atzlich konnte im untersuchten Bereich
(0:5  r  0:9) keine Abh

angigkeit der Frequenzspektren aus Abbildung 2.26
vom Radienverh

altnis der Teilchen festgestellt werden. Allerdings zeigen mono-
disperse Systeme auf Grund der beobachteten Periodizit

aten des B

oschungswin-
kels kein kontinuierliches Frequenzspektrum. Eine sinnvolle N

aherung f

ur den
korrektenWert des Exponenten y, der nicht von der Aufnahmerate der Mewerte
abh

angen darf, ist der asymptotische Wert, der einer kontinuierlichen Aufnahme
der Sequenzen entspricht ( = 0). Aus dem Fit mit Gleichung (2.25) erh

alt
man y(0) = 1=a  2. Der B

oschungswinkel uktuiert mit einem 1=f
2
-Rauschen
im BTR-Modell. Ein solches 1=f
2
-Rauschen wurde ebenfalls in Experimenten
beobachetet [CDFL92, HSK
+
90]. Es ist typisch f

ur Systeme mit

auerst kurzen
zeitlichen Korrelationen und steht deshalb in

Ubereinstimmung mit der ermit-
telten Autokorrelationsfunktion der Aktivit

at bidisperser Systeme [Abbildung
2.22(a)].

Anderungen der Rotationsschrittweite haben ebenfalls Auswirkungen auf die
Segregation. Analog zum B

oschungswinkel ist die Segregation ein Ergebnis zwei-
-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0
ln(∆φ)
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ln
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Abbildung 2.27: Verh

altnis der Gewichte der partiellen Verteilungen f

ur benach-
barte groe und kleine Teilchen P
ll
=P
ss
als Funktion der Rotationsschrittweite
 in doppellogarithmischer Darstellung ermittelt in halbgef

ullten Trommeln
der Gr

oe R = 90 mit r = 0:5

uber 20 Umdrehungen.
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er Prozesse, Segregation durch Rotation und Segregation durch Vibration. Die
Segregation durch Vibration f

uhrt zu einem Absinken der kleinen Teilchen in-
nerhalb der F

ullung, was eine dichtere
"
Segregationswolke\ und weniger kleine
Teilchen in der Lawinenzone verursacht. Mit zunehmender Anzahl der Vibratio-
nen pro Umdrehung ergibt sich in Folge dessen eine immer st

arkere Segregation.
Dies zeigt Abbildung 2.27, in der das Verh

altnis der Wahrscheinlichkeiten f

ur
zwei benachbarte groe Teilchen zu der f

ur kleine Teilchen an der Ober

ache als
Funktion der Rotationsschrittweite aufgetragen ist. Nach einem schnellen Abfall
dieses Verh

altnisses mit steigendem scheint sich eine S

attigung abzuzeichnen,
die anzeigt, da Segregation durch Vibration f

ur gen

ugend groe Rotationsge-
schwindigkeiten unterdr

uckt wird.
Wenn die Segregation von  abh

angt, so ist dies sicherlich ebenfalls f

ur die
Aktivit

at der Ober

ache s der Fall. In Abbildung 2.28 sind die Verteilungen der
totalen Aktivit

at f

ur verschiedene  aufgetragen. Es ist klar zu erkennen, da
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Abbildung 2.28: Normierte Verteilung P
t
(s) der totalen Aktivit

at s in der La-
winenzone einer Trommel mit R = 90 und r = 0:5 f

ur verschiedene Rotations-
schrittweiten .
die Verteilungen mit steigendem  immer breiter und acher werden. Hinzu
kommt, da der abfallende Teil der Verteilungen immer weniger das rein ex-
ponentielle Verhalten der Gleichung (2.16) zeigt und mehr zu einer Form der
Gleichung (2.18)

ubergeht. Da das exponentielle Verhalten f

ur die partielle Ver-
teilung der groen Teilchen charakteristisch ist, l

at sich dies damit erkl

aren, da
f

ur starke Vibration, also f

ur kleines  die Anzahl der kleinen Teilchen in der
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Lawinenzone sehr gering ist, und somit die totale Aktivit

at nur von groen Teil-
chen bestimmt wird. Mit wachsendem  steigt die Zahl der kleinen Teilchen
in der Lawinenzone und die totale Aktivit

at geht zu einer gemischte Verteilung
der Form (2.18)

uber.
Die partiellen Verteilungen der Aktivit

aten der kleinen Teilchen, die hier
nicht extra abgebildet wurden, zeigen f

ur alle Werte von  im abfallendem
Bereich der Verteilungen das Potenzgesetzverhalten der Gleichung (2.17). Aller-
dings nimmt das Gewicht dieser partiellen Aktivit

at an der totalen Aktivit

at mit
 ab und der Exponent  zeigt eine Abh

angigkeit von der Rotationsschrittwei-
te:
 () =
1
a
0
+ b
0

: (2.26)
Die Konstanten ergeben sich aus einem in Abbildung 2.29 dargestellten Fit zu
a
0
= 0:173  0:004 und b
0
= 0:358  0:005.
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Abbildung 2.29: Inverser Exponent  der Fits mit Gleichung (2.17) an die par-
tiellen Verteilungen P
s
(s) der Aktivit

aten der kleinen Teilchen f

ur verschiedene
. Die Linie zeigt den Fit mit Gleichung (2.26).
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2.2.4 B

oschungswinkel
Bis jetzt wurde festgestellt, da der B

oschungswinkel im BTR-Modell vom Radi-
enverh

altnis der Teilchen r und von der Rotationsschrittweite  abh

angt. Diese
Ergebnisse scheinen im Widerspruch zu entsprechenden zweidimensionalen Ex-
perimenten zu stehen. In der Dissertation von Florence Cantelaube [Can95] ist
eine Untersuchung der Abh

angigkeit des B

oschungswinkels von der Rotationsge-
schwindigkeit ! der Trommel dargestellt (Abbildung 2.30).
Abbildung 2.30: B

oschungswinkel als Funktion der Rotationsgeschwindigkeit !
aus der Dissertation von F. Cantelaube [Can95].
Der Abbildung 2.30 ist zu entnehmen, da f

ur kleine Rotationsgeschwindig-
keiten ! < 1:5 rpm der B

oschungswinkel einen konstanten Mewert im Rahmen
eines Fehlers von ungef

ahr 2

zeigt. Erst f

ur gr

oere Rotationsgeschwindigkei-
ten steigen die Werte linear an. Der lineare Anstieg kennzeichnet das Regime
kontinuierlicher Lawinen mit einem dynamischen B

oschungswinkel (franz

osisch:
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Angle cinetique). F

ur den Vergleich mit dem BTR-Modell sind die Mewerte
des konstanten Bereiches mit diskreten Lawinen interessant. Dort zeigt im Rah-
men der Fluktuationen der B

oschungswinkel keine unterschiedlichen Mewerte
f

ur monodisperse und bidisperse Systeme. Wie l

at sich dieser Widerspruch zwi-
schen Experiment und BTR-Modell erkl

aren?
Eine genauere Betrachtung des Experiments zeigt, da alle Messungen in
einer Trommel vorgenommen wurden, die einen Durchmesser von 59cm hatte.
Die Trommel war an der Innenseite der Wand mit Teilchenh

alften verschiede-
ner Durchmesser an zuf

alligen Positionen beklebt. Die Teilchen der monodisper-
sen und der entsprechenden bidispersen F

ullungen hatten Radien der Gr

oen
r
l
= 5mm und r
s
= 3mm. Dies entspricht im BTR-Modell einer Trommel
mit Radius R = 59 und f

ur den bidispersen Fall einem Radienverh

altnis von
r = 0:6. Insgesamt unterscheiden sich die experimentell untersuchten Systeme
von den bisher untersuchten Systemen des BTR-Modells also durch die ange-
klebten Wandteilchen und durch die kleinere Systemgr

oe.
Um den m

oglichen Widerspruch zwischen Experiment und BTR-Modell auf-
zukl

aren, wurden im BTR-Modell ebenfalls feste Wandteilchen an zuf

alligen Po-
sitionen der Wand eingef

uhrt. Diese Wandteilchen sind in Abbildung 2.31 darge-
stellt. Ihre zuf

alligen Positionen wurden mit zwei verschiedenen Methoden ver-
wirklicht. Die erste Methode, genannt Global-Zuf

allige-Methode, erzeugte f

ur
jedes Wandteilchen eine Zufallszahl aus dem Intervall [0; 2R] und plazierte das
Teilchen auf eine entsprechende Position an der Wand. F

ur den Fall, da ei-
ne solche Position zu einer

Uberlappung mit einem schon plazierten Wandteil-
chen f

uhrte, wurde eine neue Zufallszahl gezogen. Die zweite Methode, genannt
Zufallsgitter-Methode, unterteilte die Trommelwand in gleichlange Abschnitte
und plazierte die Wandteilchen zuf

allig innerhalb dieser Abschnitte. Die Plazie-
rung erfolgte so, da die Wandteilchen nicht

uber die Grenzen ihres Abschnittes
hinausragen konnten.
Die Dichte der Wandteilchen ist ein Ma f

ur die Rauhigkeit der Wand. Sie
kann durch den mit Wandteilchen bedeckten Bruchteil der Trommelwand 
w
charakterisiert werden. Dieser ist bis auf Korrekturen f

ur die Kr

ummung der
Wand gegeben durch:

w
=
N
w
r
w
R
: (2.27)
Hierbei ist N
w
die Anzahl der Wandteilchen und r
w
ihr Radius. Dieser Radius
wurde f

ur alle folgenden Simulationen immer zu r
w
= r
l
= 1:0 gew

ahlt. Dieses
war sinnvoll, um die Anzahl der Parameter des Modells zu reduzieren. Weiter-
hin sind in monodispersen Systemen auf diese Weise alle Teilchen gleich gro.
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In bidispersen Systemen verursacht die Segregation eine unmittelbare Wechsel-
wirkung der Wandteilchen mit haupts

achlich groen Teilchen. Die Zufallsgitter-
Methode erm

oglicht es, die Wandteilchen

auerst dicht, bis zu einer perfekten
Monolage auf der Wand, zu plazieren. Mit der Global-Zuf

allige-Methode besteht
diese M

oglichkeit nicht. Der maximal zu realisierende Wert f

ur 
w
ist deutlich
kleiner als 1.
Abbildung 2.31: Trommel mit R = 60 ann

ahernd halb gef

ullt mit 1350 mono-
dispersen Teilchen nach einer Umdrehung. Die Wand besitzt 57 Wandteilchen
(
w
= 0:3), die mit der Global-Zuf

alligen-Methode plaziert wurden. Die horizon-
talen Linien zeigen die Grenzen der drei Bereiche der Ober

ache. Die Steigun-
gen der Fits an die Ober

ache im mittleren und unteren Bereich denieren den
B

oschungswinkel und den Winkel des Fues.
Schon in Abschnitt 2.2.3 wurde beschrieben, da die Ober

ache insbesondere
bei monodispersen F

ullungen nicht linear sondern gekr

ummt ist. Die Ober

ache
wurde deshalb typischerweise in drei Bereiche unterteilt (siehe Abbildung 2.31).
Diese Unterteilung wird in diesemAbschnitt auch f

ur bidisperse F

ullungen beibe-
halten. Allgemein kann beobachtet werden, da der obere Bereich der Ober

ache
sehr starke Fluktuationen in Form und L

ange zeigt. Der mittlere Bereich hat die
gr

ote Ausdehnung und besitzt in der Regel ein lineares Prol. Seine Steigung
wurde deshalb als der B

oschungswinkel deniert. Der untere Bereich wird Fu
der Ober

ache genannt. Das Prol des Fues ist meistens etwas weniger line-
ar als das des mittleren Bereiches und seine Steigung, der Winkel des Fues
2.2. Dynamik in einer rotierenden Trommel 59

f
ist vom B

oschungswinkel verschieden. Die Grenzen zwischen den Bereichen
sind nat

urlich nicht scharf und deshalb nur

auerst schwer zu bestimmen. F

ur
praktische Zwecke wurden sie deshalb auf diejenigen Werte festgelegt, die bereits
aus monodispersen Systemen ohne Wandteilchen bekannt sind (siehe Abschnitt
2.2.3). Dort ist zum Beispiel die untere Grenze durch den Knick der Ober

ache
in einer H

ohe von h = 0:66R relativ gut deniert.
Zuerst wurde die Abh

angigkeit des B

oschungswinkels von der Systemgr

oe
f

ur eine feste Wandteilchendichte 
w
= 0:5 untersucht. Die Wandteilchen wur-
den mit der Zufallsgitter-Methode plaziert. Simuliert wurden sowohl monodis-
perse Systeme und als auch bidisperse Systeme mit Radienverh

altnis r = 0:5
und Konzentration der kleinen Teilchen c = 0:5 beziehungsweise c = 1=8. Alle
Trommeln waren wie

ublich ann

ahernd halb gef

ullt mit einem F

ullungsgrad von
  = 0:45 und wurden mit einer Rotationsschrittweite  = 1 rotiert. Die in
diesem Abschnitt gezeigten Mewerte beruhen auf Mittelungen

uber jeweils 20
Umdrehungen und 10 Systeme. Die Fehlerbalken sind die Standardabweichungen
der Systemmittel.
Aus Abbildung 2.32 erkennt man zun

achst, da der B

oschungswinkel f

ur
gr

oere Systeme eine Abh

angigkeit proportional zum Kehrwert der Systemgr

oe
zeigt. Auerdem h

angt er stark vom Radienverh

altnis r und von der Kompositi-
on der F

ullung ab. F

ur kleinere Trommeln wird diese Abh

angigkeit immer gerin-
ger, bis sie bei R  30 verschwindet. Au

allig ist, da zwischen monodispersen
und bidispersen Systemen ein erheblicher qualitativer Unterschied besteht. Der
B

oschungswinkel steigt in bidispersen Systemenmit der Systemgr

oe, wogegen er
in monodispersen Systemen f

allt. Abweichungen vom regul

aren Verhalten setzen
ungef

ahr f

ur R  60 ein. Dies ist der Bereich in dem schon zuvor signikan-
te Finite-Size-Eekte beobachtet wurden [Bau93]. Die Mewerte f

ur bidisperse
Systeme mit wenigen kleinen Teilchen zeigen, da es einen

Ubergang zwischen
dem Ansteigen des B

oschungswinkels f

ur bidisperse Systeme mit c = 0:5 und
dem Abfallen f

ur monodisperse Systeme mit steigender Trommelgr

oe gibt. Es
ist denkbar, da eine Konzentration der kleinen Teilchen existiert, f

ur die der
B

oschungswinkel f

ur alle Systemgr

oen einen konstanten Wert zeigt.
Wie der B

oschungswinkel und der Winkel des Fues von der Konzentration
der kleinen Teilchen der F

ullung c abh

angt, zeigt Abbildung 2.33. Darin sind
Ergebnisse aus Simulationen mit glatten und rauhen (
w
= 0:5) W

anden darge-
stellt. Die Kurven f

ur den B

oschungswinkel sind beinahe symmetrisch und sowohl
f

ur glatte als auch rauhe W

ande fast identisch. Oensichtlich spielt die Rauhig-
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Abbildung 2.32: Abh

angigkeit des B

oschungswinkels 
r
in Grad vom Kehrwert
des Trommelradiuses 1=R f

ur monodisperse (Kreise), bidisperse c = 0:5 (Drei-
ecke) und bidisperse c = 1=8 (Sterne) F

ullungen.
keit der Wand nur eine untergeordnete Rolle f

ur den B

oschungswinkel. Erst in
der N

ahe monodisperser Systeme (c = 0 und c = 1) zeigen sich signikante Ab-
weichungen zwischen den beiden Kurven. Ihre leichte Asymetrie l

at sich mit
Abbildung 2.32 erkl

aren. Das monodisperse System f

ur c = 1 ist doppelt so gro
wie das f

ur c = 0.
Der Winkel des Fues zeigt in Abbildung 2.33 gr

oere Abweichungen zwi-
schen den beiden unterschiedlichen F

allen von glatten und rauhen W

ande. Im
Bereich von 0:4  c  0:9 sind hier aber ebenfalls beide Kurven identisch. Dies
bedeutet, da in diesem Bereich die Unordnung, die durch eine rauhe Wand in
die Packungsstruktur eingef

uhrt wird, nicht relevant ist. Durch die Anwesenheit
sowohl kleiner als auch groer Teilchen im Bereich des Fues wird soviel Unord-
nung erzeugt, da der Beitrag durch Wandteilchen nicht zum Tragen kommt. Bei
kleineren Konzentrationen als c = 0:4 werden kleine Teilchen im Bereich des Fu-
es durch die Segregation selten. Deshalb hat Wandrauhigkeit mit abnehmender
Konzentration einen immer gr

oeren Einu.
Im Vergleich ist au

allig, da der B

oschungswinkel meistens gr

oer ist als
der Winkel des Fues. Dies entspricht dem experimentell beobachteten leicht
S-f

ormigen Prol der Ober

ache [Raj90]. Auf Grund der r

aumlichen Begren-
zung durch die Trommelw

ande erzeugen Lawinen am Fue der Ober

ache leich-
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Abbildung 2.33: Abh

angigkeit der charakteristischen Winkel 
r
und 
f
in Grad
von der Konzentration der kleinen Teilchen c der F

ullung ermittelt in Trommeln
mit R = 90, r = 0:5 und 
w
= 0:5 f

ur rauhe W

ande.
te Aufsch

uttungen, die ein acheres Prol als der Rest der Ober

ache besitzen.
Gleiches ist am Fue von einfachen Sandh

ugeln zu beobachten [AH96]. Nur in
der N

ahe monodisperser Systeme dreht sich dieses Verh

altnis um. Dort ist der
B

oschungswinkel acher. Es ist anzunehmen, da diese Kongurationen mit ei-
nem steileren Fu nur stabil sind, weil sie ein hohes Ma an Ordnung in ihrer
Struktur enthalten.
Grunds

atzlich gilt, da monodisperse Systeme eine ungleich ausgepr

agtere
Ordnung ihrer Packungsstruktur besitzen als bidisperse Systeme. Aus diesem
Grund ist die Wirkung von zuf

allig plazierten Wandteilchen in monodispersen
Systemen sehr viel gr

oer als in bidispersen Systemen. Dies l

at sich unschwer
an Abbildung 2.33 erkennen. Die Rolle der Wandteilchendichte 
w
wurde des-
halb in monodispersen Systemen untersucht und in Abbildung 2.34 aufgetragen.
Man erkennt zun

achst, da die Winkel nicht von der Plazierungsmethode der
Wandteilchen abh

angen. Weiterhin sind die Mewerte f

ur glatte Trommelw

ande
(
w
= 0) ann

ahernd identisch mit denen f

ur eine Monolage von Wandteilchen
(
w
= 1). Hierf

ur gibt es die einfache Erkl

arung, da monodisperse Systeme
mit glatten W

anden eine fast perfekte Monolage entlang der Wand ausbilden.
Diese Monolage wird im anderen Fall durch die Wandteilchen selber gebildet.
Erstaunlich ist, da die Wandteilchen oensichtlich f

ur eine Dichte von 
w
 0:7
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den gr

oten Einu aus

uben. Aus Symmetriegr

unden w

urde man erwarten, da
die meiste Unordnung und damit die gr

oten Abweichungen von den identischen
F

allen 
w
= 0 und 
w
= 1 f

ur eine mittlere Dichte 
w
= 0:5 auftritt.
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Abbildung 2.34: B

oschungswinkel 
r
und Winkel des Fues 
f
(im eingesetzten
Bild) in Grad als Funktion der Dichte der Wandteilchen 
w
. Kreise mit durchge-
zogener Linie f

ur die Zufallsgitter-Methode und Dreiecke mit gestrichelter Linie
f

ur die Global-Zuf

allige-Methode der Positionierung.
Zusammenfassend ist der B

oschungswinkel im BTR-Modell von der System-
gr

oe R, dem Radienverh

altnis r, der Rotationsgeschwindigkeit !, der Vibra-
tionsfrequenz , der Konzentration der kleinen Teilchen c und der Dichte der
Wandteilchen 
w
abh

angig. Eine Abh

angigkeit von F

ullungsgrad der Trommel
  wurde nicht untersucht, ist aber wahrscheinlich. F

ur unterschiedlich groe
F

ullungen

andert sich der Winkel am

Ubergang zwischen Trommelwand und
Ober

ache. Dies hat sicherlich Einu auf die lokale und damit weitergehende
Steigung der Ober

ache.
Die hier gefundenen Abh

angigkeiten werden qualitativ entsprechend in expe-
rimentellen Untersuchungen zu beobachten sein. Vorraussetzung ist allerdings,
da die Systeme gro genug sind und ausreichend langsam rotieren. Es ist da-
her wahrscheinlich, da die in Abbildung 2.30 wiedergegebenen experimentellen
Daten auf Finite-Size-Eekten beruhen. Die M

oglichkeit ungenauer Memetho-
den l

at sich nat

urlich ebenfalls nicht ausschlieen. Diese werden durch groe
Fluktuationen der Mewerte gleicher Systeme f

ur unterschiedliche kleine Ro-
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tationsgeschwindigkeiten angedeutet. In ausreichend groen Trommeln wird der
charakteristische Unterschied zwischen monodispersen und bidispersen Systemen
experimentell sicherlich zu beobachten sein, da dieser Unterschied mit zunehmen-
der Systemgr

oe anw

achst.
F

ur die Ergebnisse des BTR-Modells und gegen Abbildung 2.30 spricht wei-
terhin eine neuere experimentelle Untersuchung von K.M. Hill und J. Kakalios
[HK95]. Danach ist die Ursache f

ur axiale B

andersegregation in dreidimensiona-
len Systemen eine Verringerung des B

oschungswinkels in monodispersen Berei-
chen gegen

uber bidispersen Bereichen einer F

ullung. Diese Verringerung treibt
den Diusionsprozess zur Entmischung der Teilchengr

oen an der Ober

ache. Bi-
disperse Systeme haben nach R.B.S. Oakeshott und S.F. Edwards einen gr

oeren
B

oschungswinkel als monodisperse Systeme, weil sie eine dichtere Packung be-
sitzen und deshalb einer gr

oeren Scherkraft wiederstehen k

onnen [OE94]. Diese
Beobachtungen stehen in

Ubereinstimmung mit denen des BTR-Modells.
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2.2.5 Selbstorganisierte Kritizit

at
P. Bak, C. Tang und K. Wiesenfeld f

uhrten 1987 das Konzept der selbstorga-
nisierten Kritizit

at ein [BTW87]. Es besagt, da die Dynamik r

aumlich ausge-
dehnter, dissipativer, langsam getriebener Systeme selbst

andig in einen kriti-
schen Punkt laufen kann [BTW87, BTW88, BC91, Jan91]. Langsamer Antrieb
ist im Sinne einer Separation von Zeitskalen zu verstehen. Dies bedeutet, da
die Zeitr

aume der Energiezuf

uhrung wesentlich l

anger sind als die der Dissi-
pationsereignisse.
"
Energie wird auf allen L

angenskalen dissipiert. Sobald der
kritische Punkt einmal erreicht ist, verbleiben die Systeme dort. Das Verhalten
von Systemen am selbstorganisierten kritischen Punkt wird durch eine Reihe von
kritischen Exponenten charakterisiert, die durch Skalenrelationen verkn

upft sind,
und die Systeme zeigen ein \Finite-Size-Scaling" analog zu statistischen Gleich-
gewichtssystemen an ihrem kritischen Punkt\ [BTW88]. Als typisches Merkmal
von selbstorganisiert kritischen Systemen gelten Verteilungen der Energiedis-
sipation, die ein Potenzgesetzverhalten zeigen. Potenzgesetze sind die einzigen
Funktionen, die keine charakteristische Gr

oe aufweisen. Die Abwesenheit jeder
charakteristischen Gr

oe ist gerade eines der Merkmale, die selbstorganisiert kri-
tische Systeme auszeichnen. Ein typisches und weithin bekanntes Beispiel f

ur
selbstorganisierte Kritizit

at ist das empirische Gutenberg-Richter Gesetz. Dieses
besagt, da die weltweite H

augkeit von Erdbeben in Abh

angigkeit von der in
ihnen freigesetzten Energie wie ein Potenzgesetz mit einem Exponenten zwischen
 0:8 und  1:1 abnimmt [SS89].
Bak, Tang und Wiesenfeld demonstrierten selbstorganisierte Kritizit

at an-
hand eines Modells, das die Dynamik der Lawinen eines Sandhaufens, dem kon-
tinuierlich neue Sandk

orner an seiner Spitze zugef

uhrt werden, beschreiben sollte.
Dieses Sandhaufenmodell ist einer der wesentlichen Gr

unde f

ur das in den letzten
Jahren gesteigerte Interesse der Forschung an granularer Materie. Ihm folgten ei-
ne Reihe von Experimenten, die versuchten, selbstorganisierte Kritizit

at in rea-
len Sandhaufensystemen nachzuweisen [JLN89, HSK
+
90, BCKN92, GMH
+
93,
RVK93, Noe93]. Es stellte sich jedoch heraus, da diese Systeme kein solches
Verhalten zeigen. Insbesondere eine Zusammenfassung und genauere Analyse
dieser Experimente durch J. Feder zeigte, da die meisten Systeme eine gestreck-
te Exponentialfunktion in der Verteilung der Lawinengr

oe zeigen. Solche sind
nicht mit selbstorganisierter Kritizit

at vereinbar [Fed95]. Andere Experimente
zeigten charakteristische Periodizit

aten, die darauf zur

uckgef

uhrt wurden, da
granulare Materie nicht einen einzelnen, bestimmten kritischen Punkt besitzt.
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Die Dynamik oszilliert vielmehr zwischen dem B

oschungswinkel und dem Stabi-
lit

atsgrenzwinkel [JLN89, RVK93].
Die im Abschnitt 2.2.3 geschilderten Untersuchungen zur Aktivit

at s in der
Lawinenzone entsprechen nicht dem Konzept der selbstorganisierten Kritizit

at.
Die Vorraussetzungen f

ur ein Finite-Size-Scaling ist diesem Konzept nach eine
kleine, konstant treibende Kraft f

ur alle Systemgr

oen. Im Falle der Sandhaufen-
modelle von Bak, Tang und Wiesenfeld bedeutet dies zum Beispiel, da die Rate,
mit der neue Sandk

orner den Spitzen der Sandhaufen zugef

uhrt werden, f

ur al-
le Sandhaufengr

oen gleich ist. Es mu also sichergestellt sein, da die mittlere
Masse der Lawinen pro Zeitschritt konstant ist. Dies war im Abschnitt 2.2.3 nicht
der Fall. Dort wurde durch die konstante Rotationsschrittweite und auf Grund
der Massenerhaltung eine mittlere Masse pro Zeitschritt durch die Lawinenzone
transportiert, die proportional zum Quadrat der Systemgr

oe war. Um die Vor-
aussetzungen f

ur eine Untersuchung auf selbstorganisierte Kritizit

at zu schaen,
ist es deshalb notwendig die Rotationsschrittweite
 /
1
R
2
(2.28)
zu w

ahlen.
Es sei daran erinnert, da die Rotationsschrittweite das Verh

altnis von Ro-
tationsgeschwindigkeit zur Vibrationsfrequenz darstellt und als der getrigger-
te Unterschied zwischen B

oschungswinkel und Stabilit

atsgrenzwinkel verstanden
werden kann.
Untersucht wurden zun

achst bidisperse Systeme mit Radienverh

altnis r =
0:5, Konzentration der kleinen Teilchen c = 0:5 und Dichte der Wandteilchen

w
= 0:5. Die Rotationsschrittweite wurde f

ur verschiedene Systemgr

oen ent-
sprechend der Gleichung (2.28) gew

ahlt:
R 60 90 120 150 180 210
 1 4/9 1/4 4/25 1/9 4/49
Die Trommeln waren wie

ublich ann

ahernd halb, bis zu einem F

ullungsgrad von
  = 0:45 gef

ullt. Dies entspricht einer F

ullh

ohe bis zu einem Abstand der Ober-


ache vom Trommelmittelpunkt von 0:05R. F

ur jede Trommelgr

oe wurde der
mittlere B

oschungswinkel wie in Abschnitt 2.2.4 bestimmt. Die Grenze zwischen
Lawinenzone und Rest der F

ullung wurde anschlieend mit dieser mittleren Stei-
gung in einemAbstand von 0:05R+b
LZ
vom Trommelmittelpunkt festgelegt. Da-
bei ist b
LZ
die Breite der Lawinenzone. Es wurden Mereihen mit verschiedenen
Breiten (b
LZ
= 8, 12 oder 0:15R) durchgef

uhrt, um zu zeigen, da die Ergebnisse
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nicht von dieser Breite abh

angen. Es sei vorweggenommen, da dies tats

achlich
der Fall war, weil die Breite der Lawinenzone stets gr

oer als die unbekannte
und ukturierende tats

achliche Breite der Lawinen war. In diesem Abschnitt
werden deshalb nur noch die Ergebnisse zur Lawinenzonenbreite b
LZ
= 0:15R
abgebildet. Die Ergebnisse mit anderen Breiten der Lawinenzone zeigen jeweils
vollkommen analoge Bilder. Abbildung 2.35 stellt eine entsprechende Trommel
mit Wandteilchen, Lawinenzone und deutlich erkennbarer Segregation dar.
Abbildung 2.35: Trommel mit R = 60, r = 0:5, c = 0:5, 
w
= 0:5 nach drei Um-
drehungen. Die Linie im Abstand 0:2R vom Mittelpunkt der Trommel zeigt die
Grenze der Lawinenzone. Ihr Winkel gegen

uber der Horizontalen ist der mittlere
B

oschungswinkel 
r
= 60:44

in diesem System.
Im Gegensatz zum Abschnitt 2.2.3 wurde nicht die Aktivit

at s der Lawinen
untersucht. Stattdessen wurde die

Anderung der potentiellen Energie E
pot
der
Systeme ermittelt, wie es das Konzept der selbstorganisierten Kritizit

at vorsieht.
E
pot
wurde w

ahrend der Simulationen separat f

ur kleine und groe Teilchen
aufgenommen und ist deniert als die Summe der Dierenzen der vertikalen Ko-
ordinaten der Teilchen vor und nach einem Zeitschritt. Beide Summen sind mit
der Masse der jeweiligen Teilchengr

oe, also dem Quadrat der Teilchenradien zu
multiplizieren. Gez

ahlt wurden nur Teilchen innerhalb der Lawinenzone. Die Ver-
teilung der

Anderungen der potentiellen Energie ergab sich f

ur jede Systemgr

oe
in einem zur Aktivit

at analogen Verfahren. Dieses sah jeweils eine Aufnahme
eines Histogramms

uber zehn verschiedene Systeme und f

unf Umdrehungen der
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Trommeln vor. Drei anf

angliche Umdrehungen wurden wie

ublich verworfen. Alle
Verteilungen P (E
pot
; R) wurden zuerst normiert:
Z
P (E
pot
; R) dE
pot
= 1 ; (2.29)
und anschlieend mit dem Finite-Size-Scaling-Ansatz [Gleichung (2.11)] reska-
liert. Die Normierung (2.29) impliziert die Skalenrelation  = .
Ein optimaler Datenkollaps konnte sowohl in monodispersen als auch bi-
dispersen Systemen durch ein Skalen der Verteilungen mit der Systemgr

oe
( =  = 1) erzielt werden. Dieses Ergebnis war zu erwarten, da die Ober

achen-
aktivit

at in Abschnitt 2.2.3 kubisch skalt und sich daraus ein quadratischer Anteil
durch die Massenerhaltung bei konstantem  ergab. Dieser ist hier nicht mehr
gegeben. Weiterhin steht dieses Ergebnis in

Ubereinstimmung zu Experimenten
von V. Frette et al., die die Dissipation von Energie in einem Reishaufen un-
tersuchten [FCMS
+
96]. Urs

achlich f

ur das lineare Skalen mit der Systemgr

oe
ist wiederum nach L.A.N. Amaral und K.B. Lauritzen eine Fluktuation in der
Gr

oe der zugef

uhrten potentiellen Energie pro Zeitintervall [AL96a, AL96b]. Sie
untersuchten ein zellulares Reishaufenmodell, wobei eine Art stroboskopisches
Meverfahren verwendet wurde, das die potentielle Energiedierenz der Ober-


achenkongurationen vor und nach der Ablagerung von ungef

ahr f

unf Teilchen
ermittelte. Da nicht jedes Teilchen gleich viel potentielle Energie dem System
zuf

uhrt, ergaben sich Fluktuationen in der Gr

oe der zugef

uhrten Energie pro
Zeitintervall der Messung. Solche Fluktuationen waren sowohl im Experiment
von Frette et al. als auch in den Simulationen des BTR-Modells vorhanden. Die
Anzahl der Teilchen, die in die Lawinenzone hinein und aus ihr hinaus transpor-
tiert wurden, und die potentielle Energie, die pro Zeitschritt dem System durch
die Rotation zugef

uhrt wurde, waren keine Konstanten, sondern hingen von der
Konguration der Teilchen im vorangegangenen Zeitschritt ab. Ohne Fluktuatio-
nen der zugef

uhrten Energie ergaben sich bei Amaral und Lauritzen vollkommen
andere Verteilungen der Energiedissipation mit einem anderen Skalenverhalten.
In Abbildung 2.36 sind die reskalierten Verteilungen der Dissipation der Ener-
gie der kleinen Teilchen bidisperser Mischungen aufgetragen. Man erkennt deut-
lich f

ur den skalenden Bereich gr

oerer Lawinen ein Potenzgesetzverhalten, wie
es f

ur selbstorganisiert kritische Systeme erforderlich ist. Allerdings ist au

allig,
da die unteren Enden der Verteilungen f

ur die jeweils gr

oten Lawinen in dieser
Auftragung nicht skalen. Oensichtlich kann man einen besseren Datenkollaps
erhalten, wenn man die Verteilungen entlang der Geraden, die das Potenzge-
setz charakterisiert, verschiebt. Zu diesem Zweck f

uhrt man in den Finite-Size-
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Abbildung 2.36: Linear skalierte Wahrscheinlichkeitsverteilung der dissipierten
potentiellen Energie f

ur kleine Teilchen in bidispersen Systemen. Die Breite der
Lawinenzone betrug b
LZ
= 0:15R.
Scaling-Ansatz (2.11) einen neuen Exponenten  f

ur die Verschiebung ein und
erh

alt:
P (E
pot
; R)R
+
= F

E
pot
R
+=

mit F(x)  x
 
: (2.30)
Diese Reskalierung erh

alt die Normierung der Verteilungen nicht. F

ur die Unter-
suchung der skalenden Teile der Verteilungen ist dies legitim, da die Normierung
f

ur die gesamten Verteilungen inklusive der nicht skalenden Teile gilt. Der be-
ste Datenkollaps konnte durch eine Verschiebung mit einem Exponenten  = 
erreicht werden. Dies ist in Abbildung 2.37 dargestellt. Da der zus

atzliche Ex-
ponent identisch mit dem Exponenten des Potenzgesetzes ist, zeigt dies, da in
den Systemen keine neue unabh

angige Gr

oe existiert. Das resultierende Skalen
der gr

oten Lawinen mit R
2
basiert auf der Tatsache, da diese Lawinen aus fast
allen segregierten kleinen Teilchen an der Ober

ache bestehen (/ R), die eine
Strecke proportional zu R herunterieen.
Der Exponent  des Potenzgesetzes wurde aus den Steigungen der linearen
Teile der Verteilungen ermittelt. Hierbei wurde das Verfahren der aufeinander-
folgenden Steigungen (englisch: consecutive slopes) verwendet. Dieses Verfahren
ermittelt jeweils die Steigung in einem beschr

ankten lokalen Bereich des Potenz-
gesetzes. Dieser Bereich hat auf der logarithmischen Skala eine konstante Breite
und wird fortlaufend um einen Bruchteil seiner Breite verschoben. Auf diese Wei-
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Abbildung 2.37: Reskalierte Wahrscheinlichkeitsverteilung der dissipierten po-
tentiellen Energie f

ur kleine Teilchen in bidispersen Systemen. Die Breite der
Lawinenzone betrug b
LZ
= 0:15R. Die Linie zeigt die Steigung des f

ur alle Sy-
stemgr

oen und Breiten der Lawinenzone ermittelten Potenzgesetzes  = 2:8.
se erh

alt man eine Folge von lokalen Steigungen 
l

uber dem skalenden Bereich
der Verteilungen. Ein Potenzgesetz ist in diesem Verfahren durch ein Plateau na-
hezu konstanter Werte der lokalen Steigungen gekennzeichnet und in Abbildung
2.38 zu erkennen. In dieser Abbildung sind aus Gr

unden der

Ubersichtlichkeit nur
die aufeinanderfolgenden Steigungen f

ur zwei Trommelradien aufgetragen. Der
Exponent des Potenzgesetzes ergibt sich jeweils aus dem Mittelwert der Me-
werte des Plateaus. Eine Auftragung dieser Mittelwerte f

ur alle Systemgr

oen
zeigt einen leichten Anstieg mit der Systemgr

oe. Die St

arke des Anstiegs ver-
langsamt sich aber mit zunehmendem Trommelradius. Insgesamt ist es eine gute
Absch

atzung, den Exponenten f

ur beliebig groe Trommeln mit  = 2:8  0:2
anzugeben. Diese Absch

atzung ber

ucksichtigt alle systematischen Fehler.
Der Wert des Exponenten  ist im BTR-Modell gr

oer als im Experiment
von Frette et al. (  2:04). Dies ist einsichtig, da im BTR-Modell die Wahr-
scheinlichkeit, eine groe Lawine zu nden, sehr viel geringer sein mu als in
Experimenten. In Experimenten ist es m

oglich, da Lawinen sich w

ahrend ihrer
Abw

artsbewegung durch Kollisionen mit Teilchen aus der stabilen F

ullung ver-
gr

oern. Folglich mu in Experimenten eine breitere und achere Verteilung der
Wahrscheinlichkeiten f

ur Lawinen gegeben sein als im BTR-Modell.
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Abbildung 2.38: Folgen der aufeinanderfolgenden lokalen Steigungen 
l
zweier
Verteilungen aus Abbildung 2.36/2.37 innerhalb ihrer skalenden Bereiche.
Das Verhalten der groen Teilchen wird von den kleinen Teilchen in Ana-
logie zur Segregation kaum beeinut. Deshalb ndet man f

ur groe Teilchen
bidisperser Mischungen eine andere Skalenfunktion. In Abbildung 2.39 sind die
ermittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufgetragen. Man beachte, da auf
der Ordinate der Logarithmus der Verteilungen in einer logarithmischen Skala
aufgetragen ist. Interessanterweise gehorchen die Verteilungen f

ur groe Teilchen
nicht einem Potenzgesetz, sondern einer gestreckten Exponentialverteilung der
Form:
P (E
pot
; R)R =


1=
 

1


exp
"
 
 1

E
pot
R


#
; (2.31)
wie sie J. Feder f

ur viele experimentelle Ergebnisse nachgewiesen hat [Fed95].
Hierbei ist  ein charakteristischer Wert f

ur die dissipierte potentielle Energie
pro Trommelradius. Man kann ihn

uber den Mittelwert

E
pot
R

= 
1=
 (2=)
 (1=)
(2.32)
bestimmen. Zuvor ist der Exponent  aus der Steigung des linearen Teils der Ver-
teilungen (Abbildung 2.39) zu ermitteln. Es ergaben sich f

ur bidisperse Systeme

bi
= 0:61 0:05 und 
bi
 1:0. Der Fehler von  ergibt sich aus der Standardab-
weichung der Mittelung

uber alle Systemgr

oen und Breiten der Lawinenzone.
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Abbildung 2.39: Logarithmus der linear skalierten Wahrscheinlichkeitsverteilung
der dissipierten potentiellen Energie f

ur groe Teilchen in bidispersen Systemen.
Die Breite der Lawinenzone betrug b
LZ
= 0:15R. Die Linie zeigt den mittleren
Wert des Exponenten 
bi
aus Gleichung (2.31) f

ur alle Systemgr

oen und Breiten
der Lawinenzone.
Ber

ucksichtigt man diesen Fehler in der Berechnung von 
bi
, so ergeben sich
Abweichungen, die in der Gr

oenordung von 
bi
selbst liegen. Folglich kann der
angegebene Wert von 
bi
nur als eine N

aherung betrachtet werden.
Die gestreckte Exponentialfunktion wird in rein monodispersen Systemen sehr
viel deutlicher. Die linear skalierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind in Ab-
bildung 2.40 aufgetragen. Darin ndet man

uber die gesamte Breite der Vertei-
lungen, also

uber drei Gr

oenordnungen das gestreckte Exponentialverhalten. Es
ergeben sich 
mono
= 0:31  0:02 und 
mono
 0:9.
Insgesamt zeigen im Vergleich aller Ergebnisse nur die kleinen Teilchen bi-
disperser Systeme keine charakteristische Lawinengr

oe und damit selbstorga-
nisiert kritisches Verhalten. Dies mu im Zusammenhang mit dem Segregati-
onseekt stehen. Betrachtet man die Abbildung 2.35, so erkennt man, da die
Ober

ache relativ glatt ist. In Abschnitt 2.2.3 wurde gezeigt, da nur f

ur kleine
Teilchen einer bidispersen F

ullung eine breite Verteilung zahlreicher Nischen an
der Ober

ache existiert. F

ur groe Teilchen gibt es nur sehr wenige Nischen, die
in der Lage sind, sie einzufangen. Insbesondere in monodispersen Systemen l

at
sich meistens die Zahl der Nischen an einer Hand abz

ahlen (siehe zum Beispiel
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Abbildung 2.40: Logarithmus der linear skalierten Wahrscheinlichkeitsverteilung
der dissipierten potentiellen Energie in monodispersen Systemen. Die Breite der
Lawinenzone betrug b
LZ
= 0:15R. Die Linie zeigt den mittleren Wert des Expo-
nenten 
mono
aus Gleichung (2.31) f

ur alle Systemgr

oen und Breiten der Lawi-
nenzone.
Abbildung 2.31). Ohne ausreichende Anzahl von Nischen ist die Mehrzahl der
groen Teilchen einer Lawine gezwungen, bis zum Fu der Ober

ache zu rollen.
Das f

uhrt dazu, da kleinere Lawinen unterdr

uckt werden, und da eine cha-
rakteristische L

ange vorhanden ist. Diese L

ange ist die typische Wegstrecke, die
die Lawinen bis zum Fu der Ober

ache zur

ucklegen. Ein gutes Argument f

ur
diese Beobachtung ist, da die charakteristische Gr

oe der dissipierten Energie 
der Gleichung (2.31) f

ur monodisperse und bidisperse nahezu den gleichen Wert
besitzt, obwohl die Exponenten der Verteilungen sich um einen Faktor 2 unter-
scheiden. Groe Lawinen mit groen Teilchen werden also bevorzugt, weil groe
Teilchen sowohl in monodispersen als auch in bidispersen Systemen ohne ausrei-
chende Zahl von Nischen bis zum Fu der Ober

ache rollen. Im Unterschied zu
groen Teilchen werden die kleinen Teilchen einer Lawine in der Regel durch Ni-
schen eingefangen, bevor sie den Fu der Ober

ache erreichen. Dieses Einfangen
ist in jeder H

ohe der Ober

ache m

oglich.
Diese fundamentalen Beobachtungen sind wichtig zum Verst

andnis selbstor-
ganisierter Kritizit

at in granularen Systemen. F

ur die Existenz selbstorganisierter
Kritizit

at ist es demzufolge notwendig, da Lawinen sowohl in jeder m

oglichen
Gr

oe ausgel

ost, als auch in jeder H

ohe der Ober

ache zum Stoppen gebracht
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werden k

onnen. Voraussetzung hierf

ur ist eine breite Verteilung zahlreicher Ni-
schen, also eine rauhe Ober

ache. Dies erkl

art warum Frette et al. selbstor-
ganisierte Kritizit

at nur f

ur l

angliche Reisk

orner mit einer rauhen Ober

ache
des Reishaufens beobachten konnten [FCMS
+
96]. Die Reissorten mit runderen
K

ornern und glatterer Ober

ache zeigten gestreckte Exponentialverteilungen in
Analogie zu den groen Teilchen des BTR-Modells.
An diese Stelle wird ebenfalls klar, warum die Analysen verschiedener Expe-
rimente durch J. Feder [Fed95] gleichermaen gestreckte Exponentialverteilun-
gen zeigen. In den Experimenten wurden kleine Lawinen, die auf der Ober

ache
stoppten nicht gez

ahlt. Gemessen wurde jeweils nur die Masse, die

uber den
Rand des Systems o. Auf diese Weise f

uhrte man durch den Meprozess ei-
ne k

unstliche charakteristische L

ange ein, die der typischen Wegstrecke groer
Teilchen im BTR-Modell entspricht. Zellulare Sandhaufenmodelle wie diejenigen
von Bak, Tang und Wiesenfeld oder Amaral und Lauritzen [BTW87, AL96a]
zeigen selbstorganisierte Kritizit

at, weil sie rauhe Ober

achen simulieren. Jeder
Gitterplatz, der durch Hinzuf

ugen eines Teilchens nicht
"
umkippt\, stellt eine
Nische dar.
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2.2.6 Mischen
Das Haupteinsatzgebiet rotierender Trommeln ist das Mischen granularer Ma-
terie. Da granulare Materie in dieser Hinsicht leider die unangenehme Eigenart
besitzt, schon bei leicht unterschiedlichen Eigenschaften zu segregieren, ist es in
der Praxis notwendig, zus

atzliche Schaufeln in die Trommelmischer einzubau-
en. K

urzlich f

uhrten G. Metcalfe, T. Shinbrot, J.J. McCarthy und J.M. Ottino
eine Untersuchung des Mischprozesses in quasi-zweidimensionalen, um horizon-
tale Achsen rotierende Trommeln ohne eingebaute Schaufeln durch [MSMO95].
Sie zeigten experimentell und theoretisch, da eine optimale Mischezienz in
zu einem Viertel gef

ullten Trommeln gegeben ist. Ihr Modell besteht aus ei-
ner geometrischen Abbildung. Es geht davon aus, da durch die Rotation ein
keilf

ormiger Bereich der F

ullung entlang der oberen H

alfte der Ober

ache insta-
bil wird und eine Lawine bildet. Innerhalb dieser Lawine werden alle Teilchen
optimal gemischt. Abschlieend lagert sich die Lawine als wieder keilf

ormiger
Bereich an die untere H

alfte der F

ullung an. Die Spitzen der Keile liegen jeweils
in der Mitte der Ober

ache. B.A. Peratt und J.A. Yorke zeigten in einer nach-
folgenden Arbeit, da ein

ahnliches Modell f

ur schneller rotierende Trommeln
im Regime kontinuierlicher Lawinen ein analoges Ergebnis zeigt [PY96]. Leider
sind beide Modelle nur f

ur Teilchen mit identischen physikalischen Eigenschaf-
ten g

ultig. Sie k

onnen deshalb Segregation von unterschiedlichen Teilchen nicht
erfassen. Die beiden im Experiment gemischten Materialien wurden durch ihre
Farbe unterschieden.
Metcalfe et al. denierten und maen eine Gr

oe, die sie Centroid nannten.
Der Centroid ist die L

ange der Projektion des Massenschwerpunktes der Teil-
chen einer Farbe auf die Schwerpunktslinie der gesamten F

ullung. Die Schwer-
punktslinie ist die Gerade, die durch den Mittelpunkt der Trommel und den
Gesamtschwerpunkt der F

ullung verl

auft. In der Anfangskonguration sind die
beiden verschiedenfarbigenMaterialien durch die Schwerpunktslinie getrennt und
der Centroid wird auf Eins normiert. W

ahrend des Mischvorganges wechselt der
Centroid sein Vorzeichen, wenn der Schwerpunkt der Farbe die Schwerpunktslinie
kreuzt. Aus Symmetriegr

unden ist klar, da der Centroid der einen Farbe bis auf
das Vorzeichen identisch mit dem der anderen Farbe ist, wenn beide Farben mit
gleichen Massen vertreten sind. Die Denition des Centroids ber

ucksichtigt im
Gegensatz zum Abstand der Schwerpunkte der beiden Farben die Symmetrie der
F

ullung. Der Abstand der Schwerpunkte war in [Bau93] als Indikator f

ur Segre-
gation erkannt worden. Zur Veranschaulichung ist die Denition des Centroids
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in Abbildung 2.41 und die Anfangskonguration f

ur eine Mischung in Abbildung
2.42a) dargestellt. Eine perfekte Mischung f

uhrt zu einem Centroid von Null,
weil die Schwerpunkte der beiden Farben

ubereinanderfallen.
Gesamtschwerpunkt
Sc
hw
erp
un
kts
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Abbildung 2.41: Schema zur Denition des Centroids.
Metcalfe et al. verwendeten f

ur ihre Experimente eine dreidimensionale Trom-
mel der Gr

oe R = 240 und Breite B = 40. Das granulare Material bestand aus
unterschiedlich gef

arbten, kubischen Salzk

ornern identischer Gr

oe. Um ihre Er-
gebnisse mit dem BTR-Modell zu reproduzieren wurde eine Trommel der Gr

oe
R = 120 und die

ubliche Rotationsschrittweite  = 1 gew

ahlt. Eine doppelt so
groe Trommel h

atte f

ur die notwendigen Simulationen eine zu lange Rechenzeit
ben

otigt. Durch den dreidimensionalen Aufbau des Experimentes waren geordne-
te Packungsstrukturen der monodispersen Systeme ausgeschlossen. Aus diesem
Grund wurden sie im BTR-Modell ebenfalls, aber hier durch Wandteilchen der
Dichte 
w
= 0:5 verhindert. Die Abbildung 2.42 zeigt die Anfangskonguration
einer mit 9000 Teilchen mehr als halb gef

ullten Trommel und das gleiche System
nach einer 180

Drehung der Trommel. Die Auswirkungen des Mischprozesses
in Lawinen ist zu erkennen. Die urspr

unglich scharfe Grenzlinie zwischen den
beiden Farben ist aufgeweicht [unterer rechter Quadrant der Trommel b)].
Metcalfe et al. [MSMO95] und Donald und Roseman [DR62] beschreiben f

ur
mehr als halbgef

ullte Trommeln die Existenz eines Kerns innerhalb der F

ullung,
der nicht an der Mischung durch Lawinen partizipiert. Dieser Kern ist ebenfalls
in BTR-Simulationen vorhanden aber in Abbildung 2.42b) nicht klar zu er-
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 (a)  (b) 
Abbildung 2.42: Anfangskonguration a) und Konguration nach einer 180

Dre-
hung b) einer Trommel mit Radius R = 120 und 
w
= 0:5 gef

ullt mit 9000
monodispersen Teilchen. Der F

ullungsgrad betr

agt f = 0:728.
kennen. In Tricklm-Animationen der BTR-Simulationen war zu erkennen, da
der Grund hierf

ur in einem schwachen, zus

atzlichen Mischprozess liegt, der auf
Scherungen innerhalb der F

ullung basiert. Intuitiv ist verst

andlich, da in ro-
tierenden Trommeln die Kr

afte, die von den W

anden auf die Teilchen ausge

ubt
werden, nicht immer vollst

andig in die F

ullung propagieren k

onnen. Manchmal
brechen Verbindungen des Kontaktnetzwerkes der Teilchen auf Grund der groen
Scherkr

afte. Solche Ereignisse verursachen sodann Ver

anderungen in der lokalen
Konguration der Packung. Wegen der zweidimensionalen Natur der Simulation
sind ihre Packungseigenschaften verschieden von denen des dreidimensionalen
Experimentes. Die Packungsdichte ist in zwei Dimensionen zum Beispiel gerin-
ger. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit f

ur

Anderungen lokaler Kongurationen
in zweidimensionalen Systemen gr

oer. Zus

atzlich werden in zweidimensionalen
Packungsstrukturen entsprechende

Anderungen f

ur alle dar

uberliegendenen Teil-
chen sp

urbar. Dies ist in drei Dimensionen nicht unbedingt der Fall. Vertikale Vi-
bration, die im BTR-Modell vorhanden ist, unterst

utzt ebenfalls die Entstehung
von Scherprozessen. Die Vibration l

ost Kontakte zwischen Teilchen und

onet
L

ucken.
Grunds

atzlich gilt, da Scherung in allen rotierenden Trommeln vorhanden
ist. Allerdings bestimmen die physikalischen Eigenschaften der Systeme die An-
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zahl und Gr

oe der Scherprozesse und damit die St

arke des Mischens durch
Scherung. Scherung tritt in zweidimensionalen eher als in dreidimensionalen Sys-
temen, f

ur runde eher als f

ur eckige Teilchen und mit Vibration eher als ohne
auf. Dies erkl

art, warum Metcalfe et al. den zus

atzlichen Mischprozess nicht be-
obachteten.
In

Ubereinstimmung mit Metcalfe et al. wurde der Centroid in monodisper-
sen BTR-Simulationen gemessen und festgestellt, da der Centroid ein beinahe
perfektes Verhalten der folgenden Form zeigt:
F(t) = exp( t) cos

2t
T

: (2.33)
Darin ist t die Zeit, die in Umdrehungen der Trommel gemessen wird, und T die
Periodendauer der Oszillation des Centroids. Die Zerfallskonstante  deniert ei-
ne Mischrate [MSMO95]. Sie kann ebenfalls im Sinne einer Diusionskonstanten
eines diusiven Mischprozesses zweier urspr

unglich separierter Phasen interpre-
tiert werden. In Abbildung 2.43 ist als Beispiel der gemessene Centroid einer
Simulation mit einer angetteten Funktion der Form (2.33) f

ur ein F

ullniveau
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Abbildung 2.43: Ermittelter Centroid (Kreise) einer Trommel gef

ullt mit 3000
monodispersen Teilchen. Das F

ullniveau betr

agt f = 0:308. Der Fit (durchgezo-
gene Linie) mit Gleichung (2.33) ergibt  = 1:39 und T = 0:36. Die gestrichelte
Linie zeigt den exponentiellen Teil der Gleichung (2.33).
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Abbildung 2.44: Die Figure 3 von Metcalfe et al. aus [MSMO95].
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von f = 30% dargestellt. Zum Vergleich zeigt Abbildung 2.44 das Ergebnis von
Metcalfe et al. [MSMO95]. Man erkennt eine nahezu perfekte

Ubereinstimmung.
Das von Metcalfe et al. eingef

uhrte F

ullniveau f ist der Bruchteil des Durch-
messers der Trommel, der von der F

ullung bedeckt wird. Das F

ullniveau steht in
einem einfachen Zusammenhang zu dem in der Diplomarbeit [Bau93] denierten
F

ullh

ohe h:
f =
h
2R
: (2.34)
In den BTR Simulationen wurde das F

ullniveau

uber den F

ullungsgrad   der
Trommeln bestimmt. Dieser ist der relative Abstand zwischen dem Schwerpunkt
der F

ullung und demTrommelmittelpunkt. Beide sind

uber die folgende Relation
verkn

upft:
 (f) =
16
3
(f   f
2
)
3
2
2 (2f   1)
p
f   f
2
+ arcsin (2f   1) +

2
: (2.35)
Da die Ober

ache in Experimenten und Simulationen nicht immer linear ist, ist
eine direkte Bestimmung des F

ullniveaus oft schwierig. In solchen F

allen gibt  
eine sehr gute N

aherung [Bau93].
Der Centroid wurde f

ur verschiedene F

ullniveaus der Trommel mit R = 120
gemessen. Jeder Mesung folgte wie in Abbildung 2.43 ein Fit der Daten mit
Gleichung (2.33). F

ur jedes F

ullniveau wurden die Fitparameter

uber 10 ver-
schiedene Systeme gemittelt. Als Ergebnis erh

alt man die Mischrate als Funk-
tion des F

ullniveaus, dargestellt in Abbildung 2.45. Die Fehlerbalken zeigen die
Standardabweichungen der Mittelungen

uber jeweils 10 Systeme. Es war nicht
m

oglich, Systeme zu simulieren, die ein gr

oeres F

ullniveau als f  0:73 hatten.
Das BTR-Modell ist nicht in der Lage, Systeme zu simulieren, deren oberes Ende
der Ober

ache im rechten oberen Quadranten der Trommel liegt [Bau93].
Das Ergebnis der experimentellen Untersuchung von Metcalfe et al. in Abbil-
dung 2.44 zeigt im Vergleich zu Abbildung 2.45 wiederum eine sehr gute

Uber-
einstimmung. Die einzige Abweichung des Ergebnisses der BTR Simulationen
gegen

uber dem Experiment besteht in der Position des Minimums der Mischra-
te. Es liegt bei f = 0:58 und nicht bei f = 0:50. Der Grund f

ur diese Abweichung
liegt im zus

atzlichen Mischprozess durch Scherung, der gerade dann zum Tra-
gen kommt, wenn das Mischen durch Lawinen schwach ist. Erkennbar ist dieser
Umstand daran, da der Wert des Minimums von  nicht wie bei Metcalfe et
al. Null ist. Folglich ist in BTR-Simulationen immer ein Mischprozess vorhan-
den, der selbst f

ur exakt halb gef

ullte Trommeln nicht verschwindet. Dies ist nur
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Abbildung 2.45: Mischrate  als Funktion des F

ullniveaus f f

ur monodisper-
se F

ullungen. Das eingesetzte Bild zeigt das Volumen gemischter Materie pro
charakteristischer Zeit . Das Maximum des quadratischen Fits (durchgezogene
Linie) liegt bei f = 0:27.
mit dem in den Experimenten nicht beobachteten zus

atzlichen Mischen durch
Scherung zu erkl

aren.
Ebenfalls analog zu [MSMO95] wurde im eingesetzen Bild von Abbildung
2.45 das Volumen gemischter Materie pro charakteristischer Zeit ( = V ) auf-
getragen. Es ist ein Ma f

ur die Ezienz des Mischprozesses. Das Volumen V
wurde auf das Volumen der gesamten Trommel normiert. Das Modell von Met-
calfe et al. sagt ein quadratisches Verhalten voraus. Ein entsprechender Fit der
Daten ergibt ein Optimum f

ur f = 0:27. Dies steht in guter

Ubereinstimmung
zu [MSMO95], worin das Optimum f

ur f = 0:25 ermittelt wurde.
Nachdem nun gezeigt wurde, da das BTR-Modell hervorragende

Uberein-
stimmungenmit den theoretischen und experimentellen Ergebnissen von Metcal-
fe et al., selbst in den absoluten Werten der untersuchten Variablen besitzt, wird
eine Frage untersucht, die von R.P. Behringer in einem Vorwort zu [MSMO95]
aufgeworfen wurde. Wie werden die gewonnenen Ergebnisse beeinut, wenn die
zu mischenden Materialien verschiedene Teilchengr

oen aufweisen? Welche Rolle
spielt also die Segregation?
Zur Kl

arung dieser Frage wurden Trommeln der Gr

oe R = 120 untersucht,
die mit Teilchen der Radien r
l
= 1:0 und r
s
= 0:5 gef

ullt wurden. Um die Symme-
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trie der beiden Centroide der Farben zu erhalten wurden beide Teilchengr

oen
mit gleichen Massen verwendet. Das bedeutet, da viermal so viele kleine wie
groe Teilchen Verwendung fanden (c = 0:8).
Es wurden zwei unterschiedliche Anfangskongurationen untersucht. Die er-
ste Anfangskonguration bestand aus verschiedenen Farben f

ur verschiedene
Teilchengr

oen. Dies bedeutete, da zu Beginn die groen Teilchen rechts und
die kleinen Teilchen links der Schwerpunktslinie waren. Da diese Anfangskon-
guration schwer zu pr

aparieren war, war es notwendig die Simulationen mit einer
horizontalen Ober

ache zu starten. Dies war bei anderen Simulationen des Cen-
troids nicht der Fall. Abbildung 2.46 zeigt den ermittelten Verlauf des Centroids
in einem beispielhaften System mit dieser Anfangskonguration. Man erkennt
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Abbildung 2.46: Ermittelter Centroid von 11200 kleinen Teilchen in einer
ann

ahernd halb gef

ullten Trommel mit insgesamt 14000 Teilchen. Pr

apariert
wurde die erste Anfangskonguration: die Teilchen verschiedener Gr

oe hatten
verschiedene Farben. Der Centroid ist anf

anglich auf der linken (negativen) Seite
der Schwerpunktslinie. Die waagerechte Linie zeigt den Mittelwert des Centroids.
Die gestrichelte Linie zeigt einen eponentiellen Fit an den Abfall des positiven
Teils der Oszillation. Das F

ullniveau betrug f = 0:489.
zun

achst, da der Mittelwert des Centroids nicht Null ist. Dies ist die direkte
Folge der Segregation, die daf

ur verantwortlich ist, da im Gegensatz zu den
monodispersen Systemen die Positionen der Schwerpunkte der beiden Farben
nach sehr langer Zeit nicht identisch waren. Demzufolge ist es unm

oglich, da
ein Mischprozess granularer Materie in einer guten Mischung resultiert, wenn
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beide Materialien unterschiedliche Verteilungen der Korngr

oen besitzen. Diese
Aussage unterliegt der Einschr

ankung, da beide Materialien die gleiche Dichte
haben. K

urzlich zeigten G. Metcalfe und M. Shattuck in einer zweiten Arbeit,
da es m

oglich ist, den Segregationseekt der Teilchengr

oen mit einem entge-
gengesetztem Segregationseekt durch die Dichte der Teilchen aufzuheben, um
eine gute Mischung zu produzieren [MS96]. Die kleinen Teilchen hatten eine ge-
ringere Dichte als die groen.
Weiterhin erkennt man an der Oszillation der Mewerte aus Abbildung 2.46,
da sie nicht l

anger cosinus-artig und asymmetrisch zu ihrem Mittelwert ist. Der
obere Teil der Oszillation f

allt schneller ab als der untere und beide Abf

alle sind
weder exponentiell noch von einem anderen einfachen Typ. Der in der Abbil-
dung gezeigte Fit ist der beste exponentielle Fit an den Abfall des positiven Teils
der Amplitude der Oszillation. Analog zu monodispersen Systeme war festzustel-
len, da in weniger gef

ullten Trommeln die Oszillationen schneller abfallen. Die
anf

angliche Unregelm

aigkeit der Daten ist eine Folge der horizontalen Ober-


ache der Anfangskonguration.
F

ur das in Abbildung 2.46 zu sehende komplexe Verhalten sind die folgen-
den Gr

unde verantwortlich. Das Mischen durch Lawinen und die Segregation
sind zwei Prozesse, die nicht unabh

angig voneinander ablaufen. Beide Prozes-
se werden durch die Dynamik der Teilchen in der Lawinenzone getrieben und
sind deshalb stark miteinander verkn

upft. Das Modell von Metcalfe et al. des
Lawinenmischprozesses setzt zum Beispiel voraus, da alle Teilchen in einer La-
wine gut gemischt werden. Die Segregation verursacht aber eine Entmischung
von Teilchengr

oen in der Lawinenzone. Insgesamt ist deshalb das resultierende
Verhalten des Centroids weitaus komplexer als zum Beispiel eine einfache Sum-
me aus dem Mischverhalten monodisperser Systeme und einer Verschiebung des
Mittelwertes durch die Segregation. Es ist nicht m

oglich, dieses Verhalten mit ir-
gendeiner einfachen mathematischen Funktion zu beschreiben. Nichtsdestotrotz
zeigt ein von Null verschiedener Mittelwert die Existenz der Segregation und da-
mit eine Trennung der Farben an und ein endg

ultiges Abklingen der Oszillationen
bedeutet das Ende des Mischprozesses.
Die zweite Anfangskonguration, die untersucht wurde, ist eine bidisperse
Mischung f

ur beide Farben. Dies bedeutet, da die Materialien einer Farbe aus
Teilchen beider Gr

oen zu gleichen Massenverh

altnissen bestehen. In Abbildung
2.47 ist der ermittelteCentroid eines entsprechenden Systemsmit ann

ahernd halb
gef

ullter Trommel dargestellt. Man sieht, da das Verhalten sich grunds

atzlich
von dem der ersten Anfangskonguration unterscheidet. Eine genaue Untersu-
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chung zeigte, da die Daten sehr gut durch die folgende Funktion approximiert
werden k

onnen:
F(t) =
1
2

exp( 
s
t) cos

2t
T
s

+ exp( 
l
t) cos

2t
T
l

: (2.36)
Gleichung (2.36) impliziert, da der Centroid der Mittelwert aus zwei partiellen
Centroiden f

ur die kleinen (Index s) und die groen (Index l) Teilchen ist. Die
partiellen Centroide verhalten sich jeweils wie der Centroid eines monodisper-
sen Systems. Diese implizite Annahme der Gleichung (2.36) wurden durch die
Messung der partiellen Centroide

uberpr

uft und erwies sich als richtig. Als An-
merkung sei erw

ahnt, da ein Fit mit einem Produkt aus zwei Cosinus- und einer
Exponential-Funktion kein befriedigendes Ergebnis lieferte.
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Abbildung 2.47: Ermittelter Centroid (Kreuze) in einer ann

ahernd halb gef

ullten
Trommelmit insgesamt 14000 Teilchen. Pr

apariert wurde die zweite Anfangskon-
guration: die Teilchen einer Farbe hatten verschiedene Gr

oen. Die durchgezo-
gene Linie zeigt einen Fit mit Gleichung (2.36), der T
l
= 0:478, T
s
= 0:509,

l
= 0:143 und 
s
= 0:124 ergibt. Das F

ullniveau betrug f = 0:489.
Die in Abbildung 2.47 zu erkennendenMinima der Modulation der Amplitude
der Oszillation des Centroids sind f

ur mehr als halb gef

ullte Trommeln gr

oer als
Null. Dies ist auf die Existenz des nicht an der Mischung beteiligten Kerns inner-
halb der F

ullung zur

uckzuf

uhren. F

ur nur gering gef

ullte Trommeln ist wiederum
die Modulation nicht klar zu erkennen, da ein schneller Abfall der Oszillation dies
verhindert. Der Mittelwert der Oszillation ist stets Null. Dies zeigt, da im Ge-
gensatz zur ersten Anfangskonguration eine gute Durchmischung der beiden
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unterschiedlichen Materialien nach vielen Rotationen nicht verhindert wird. Zu
bedenken ist dabei allerdings, da der Centroid eine eventuelle Segregation, die
symmetrisch zur Schwerpunktslinie ist, nicht erfassen kann. Eine solche Symme-
trie war f

ur die erste Anfangskonguration oensichtlich nicht gegeben.
In Abbildung 2.48 sind die ermittelten Periodendauern der Oszillationen der
partiellen Centroide als Funktion des F

ullniveaus aufgetragen. Man erkennt, da
die Periodendauer der kleinen Teilchen immer gr

oer ist als die der groen. Dies
kann mit Hilfe des Mischprozesses durch Scherung verstanden werden. Die Segre-
gation sammelt die kleinen Teilchen bevorzugt im Inneren einer F

ullung. Dieser
Bereich der F

ullung rotiert durch die vorhandene Scherung im Mittel langsa-
mer als die

aueren Bereiche der F

ullung mit groen Teilchen. Zus

atzlich ist die
Wahrscheinlichkeit f

ur kleine Teilchen, in eine L

ucke zu schl

upfen, die durch einen
Scherprozess ge

onet wurde, gr

oer als f

ur groe Teilchen [SL88]. Verschiebungen
der Konguration durch Scherung sind immer entgegengesetzt zur Rotationsrich-
tung. Folglich rotieren die kleinen Teilchen im Mittel langsamer als die groen
und haben eine gr

oere Periodendauer der Oszillation des partiellen Centroids.
Dieser Unterschied der Periodendauern ist f

ur die Modulation der Amplitude des
Gesamtcentroids verantwortlich.
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Abbildung 2.48: Periodendauern T der Oszillationen der partiellen Centroide als
Funktion des F

ullniveaus f f

ur monodisperse (r = 1:0) und bidisperse (r = 0:5)
Systeme mit zweiter Anfangskonguration.
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Da die kleinen Teilchen im Mittel langsamer rotieren als die groen, w

urde
man intuitiv erwarten, da ihr Mischprozess langsamer und damit ihre Mischrate

s
kleiner ist. Betrachtet man aber die ermittelten Mischraten in Abbildung
2.49, so erkennt man, da die Mischrate der kleinen Teilchen meist gr

oer ist
als die der groen Teilchen. Nur f

ur einen kleinen Bereich mit etwas weniger
als halb gef

ullten Trommeln (0:43 < f < 0:50) mischen die kleinen Teilchen
langsamer. Der Grund f

ur dieses Ergebnis ist folgender: Wie schon erw

ahnt,
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Abbildung 2.49: Mischrate  der partiellen Centroide als Funktion des F

ullnive-
aus f f

ur bidisperse Systeme mit zweiter Anfangsbedingung.
beschreiben Metcalfe et al. den Mischprozess durch Lawinen erfolgreich als ein
Mischen von keilf

ormigen Bereichen [MSMO95]. In weniger als halb gef

ullten
Trommeln transportiert die Rotation die Spitze eines Keils, der gerade durch
eine Lawine gemischt wurde, in den Keil, der als n

achstes gemischt wird. Die
Keile

uberlappen. Die meisten der Teilchen, die sich in den Spitzen der Keile
aufhalten, sind auf Grund der Segregation kleine Teilchen. Deshalb partizipieren
kleine Teilchen

ofter am Lawinenmischprozess als groe Teilchen, mischen also
schneller. Erst wenn die Trommel nahezu halb gef

ullt ist, kommt die langsamere
Rotation des inneren Bereichs der F

ullung zum Tragen. An diesem Punkt wird
das Mischen der kleinen Teilchen langsamer als das der groen, weil die Keile
nicht mehr signikant

uberlappen. Wenn schlielich eine Trommel mehr als halb
gef

ullt ist, so existiert kein

Uberlappen verschiedener Keile. Das Mischen durch
Lawinen ist f

ur alle Regionen der F

ullung auerhalb des Kerns gleich stark. Ein
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zus

atzlicher Faktor ist in diesem Fall aber das Mischen durch Scherung im Kern.
Der Kern besteht haupts

achlich aus kleinen Teilchen, und deshalb mischen diese
f

ur mehr als halb gef

ullte Trommeln insgesamt wieder schneller als groe.
In Abbildung 2.50 ist die Mischezienz, das Volumen gemischter Materie pro
charakteristischer Zeit  aufgetragen. Die gesamte Mischezienz ist die Summe
der partiellen. Ihr Maximum liegt bei einem F

ullniveau von f = 0:248, was in

Ubereinstimmung mit den monodispersen Systemen und den Ergebnissen von
Metcalfe et al. steht. Nichtsdestotrotz mu man sich vergegenw

artigen, da das
Mischen in bidispersen Systemen inhomogen ist, und da die wirkliche Misch-
ezienz durch die Teilchengr

oe bestimmt wird, die am schlechtesten mischt.
Dies sind die groen Teilchen. Ihr Maximalwert von  ist viel kleiner als der
der kleinen Teilchen oder monodisperser Systeme. Das Maximum der beinahe
linearen Funktion liegt bei einem F

ullniveau von f = 0:132. In Folge dessen gilt,
da eine optimale Mischezienz in bidispersen Systemen f

ur Trommeln erreicht
wird, die nur etwas mehr als 1=8-tel gef

ullt sind. Dies ist wesentlich weniger als
f

ur monodisperse Systeme.
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Abbildung 2.50: Volumen gemischter Materie pro charakteristischer Zeit  als
Funktion des F

ullniveaus f in bidispersen Systemen. Die Maxima der quadra-
tischen Fits liegen f

ur groe Teilchen bei f = 0:132 und f

ur kleine Teilchen bei
f = 0:255.
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2.2.6.1 Neues Mischverfahren
Die bisherigen Betrachtungen der Mischprozesse gehen in der herk

ommlichen
Weise davon aus, da f

ur eine gute Mischung eine Trommel viele Umdrehungen
lang zu rotieren hat. Wenn die Amplitude der Oszillation des Centroids weit
genug abgeklungen ist, ist eine gute Mischung erreicht. Dieses Verfahren besitzt,
wie oben gezeigt, f

ur bidisperse Systeme eine geringere Ezienz als f

ur monodis-
perse.
An dieser Stelle soll nun gezeigt werden, da die komplizierten Wechselwir-
kungen von Scherungen, Segregation und Mischen durch Lawinen ein viel schnel-
leres und ezienteres Mischen m

oglich machen. Ein gemischter Zustand zeichnet
sich durch das Verschwinden der Oszillationen des Centroids aus. Dies ist nicht
nur nach langen Zeiten der Fall, sondern f

ur bidisperse Systeme mit zweiter An-
fangskonguration ebenfalls in den Minima der Modulation der Oszillationen des
Centroids (siehe Abbildung 2.47). Die Modulation erreicht ein Minimum, wenn
sich die Oszillationen der partiellen Centroide der kleinen und groen Teilchen
in Maxima mit verschiedenen Vorzeichen benden. Demnach wird das erste Mi-
nimum der Modulation zu einer Zeit t
m
erreicht, f

ur die der Phasenunterschied
der beiden Oszillationen gerade  betr

agt:
2t
m
T
s
 
2t
m
T
l
=  ) t
m
=
T
s
T
l
2 (T
s
  T
l
)
: (2.37)
Die Abbildung 2.51 zeigt eine halbgef

ullte Trommel zum Zeitpunkt t
m
.
F

ur halbgef

ullte Trommeln ist das Mischen durch Lawinen sehr schwach aus-
gepr

agt. Die Anfangskonguration kann man interpretieren als vier verschiedene
tortenst

uckf

ormige Segmente f

ur jeweils die schwarzen kleinen, schwarzen groen,
weien kleinen und weien groen Teilchen. Jedes Segment ist so gro wie ein
Viertel der Trommel. Die Segmente der Teilchen mit gleicher Farbe

uberlappen
zu Anfang. W

ahrend der Rotation bewegen sich nun die Segmente, die die kleinen
Teilchen beinhalten, langsamer als die der groen Teilchen. Wenn der Zeitpunkt
t
m
erreicht wird,

uberlappt gerade das Segment der kleinen schwarzen Teilchen
mit dem der groen weien Teilchen und das der kleinen weien Teilchen mit
dem der groen schwarzen Teilchen. Auf diese Wiese ist eine gute Mischung der
Farben entstanden. Diese ist nicht ganz perfekt, da die Segregation innerhalb
der

uberlappenden Segmente die Farben ein wenig trennt. Dies f

allt aber nicht
sehr stark ins Gewicht, da die Mischprozesse in herk

ommlicher Weise ebenfalls
gewirkt haben.
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Abbildung 2.51: Eine R = 120 Trommel mit 14000 bidispersen Teilchen zum
Zeitpunkt t
m
. Das F

ullniveau betr

agt f = 0:489. Man erkennt, da die tor-
tenst

uckf

ormigen Segmente der kleine schwarzen mit denen der groen weien
Teilchen und umgekehrt

uberlappen.
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Der untersuchte Centroid ist nicht in der Lage die Separation der Farben
durch Segregation zu erfassen, wenn die Segregation symmetrisch zur Schwer-
punktslinie ist. Um diese Separation der Farben ebenfalls zu messen, mu auf den
Abstand der Schwerpunkte  der beiden Farben zur

uckgegrien werden [Bau93].
Wenn beide Farben perfekt gemischt sind, ist  gleich Null. Umgekehrt gilt diese
Aussage insofern, als da in den Systemen keine ausreichende Symmetrie vorhan-
den ist, die mit nicht gemischten Kongurationen  gleich Null erzeugen k

onnte.
In Abbildung 2.52 ist die Zeitentwicklung von  f

ur das System aus Abbildung
2.47 dargestellt. Analog zum Centroid wurde  auf den Ausgangswert normiert.
Man sieht, da  um t
m
auf einen Wert von ungef

ahr 3% abf

allt. Im n

achsten
Minimum zum Zeitpunkt 3t
m
, wenn die Phasendierenz der Oszillationen 3
betr

agt und das Mischen auf herk

ommliche Weise l

anger gewirkt hat, ist  auf
ungef

ahr 1:5% abgefallen. Eine Gr

oenordung von 1% bis 1:5% ist typisch f

ur
die Fluktuationen von , die jedes System auch noch nach langen Zeiten zeigt.
tm 3tm 5tm0 5 10 15 20Zeit (Umdrehungen)
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
Λ
Abbildung 2.52: Zeitliche Entwicklung des normierten Abstandes der Schwer-
punkte der beiden Farben  des Systems aus Abbildung 2.47 mit t
m
= 3:841.
Ein neues Mischverfahren kann nun wie folgt deniert werden: Zum Mischen
zweier granularer Materialien verwende man jeweils f

ur jedes Material Teilchen
zweier verschiedener Gr

oen. Beide Teilchengr

oen sollten jeweils mit gleichen
Massen vertreten sein. Man f

ulle eine Trommel halb mit je einem Material auf
einer Seite der Schwerpunktslinie.Anschlieend wird die Trommel nur noch exakt
bis zum Zeitpunkt t
m
gedreht!
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Dieses Verfahren ist wesentlich schneller und ezienter als das Mischen mit
optimaler Ezienz nach Metcalfe et al.. In k

urzerer Zeit mischt es ungef

ahr drei-
mal mehr Materie. Das Verfahren h

angt jedoch stark von der Anzahl und Gr

oe
der Scherprozesse w

ahrend der Rotation ab. Ohne Scherungen existiert keine
Modulation der Oszillation des Centroids. Aus diesem Grund ist zu erwarten,
da dieses Verfahren nicht generell funktioniert. Allerdings mu betont werden,
da man die Scherrate erh

ohen kann, indem man eine zus

atzliche vertikale Vi-
bration der Trommel einf

uhrt, wie sie das BTR-Modell simuliert. Aus diesem
Grund besteht kein Zweifel, da dieses neue Verfahren mit Experimenten ve-
riziert werden kann. M

ogliche Kandidaten f

ur Experimente sind Materialien,
die runder als die kubischen Salzk

orner von Metcalfe et al. sind, und die kleine
Reibungskoezienten besitzen.
Kapitel 3
Molekulardynamik
Die Molekulardynamik ist eine der

alteren Computersimulationsmethoden. Wie
der Name besagt, wird die Dynamik eines Ensembles von Teilchen (Molek

ulen)
simuliert. Mit ihr wurde ein vollkommen neuer Zugang zu Vielteilchensystemen,
die zuvor nur statistisch untersucht werden konnten, er

onet. Der herausragende
Fortschritt besteht darin, da die Bewegungsgleichung aller Teilchen in der Zeit
integriert wird. Auf diese Weise erlangt man Kenntnis

uber die korrekte Zeit-
entwicklung eines Systems, das heit

uber die Trajektorie eines jeden Teilchens.
Gegen

uber anderen mittelwertbildenden oder schematisierenden Methoden be-
deutet dies einen enormem Zuwachs an Information.
Eine Molekulardynamiksimulation verl

auft im allgemeinen folgendermaen:
Zuerst wird eine der Physik des Systems entsprechende Anfangskonguration
erzeugt. Jedem Teilchen werden hierbei ein Ort und eine Geschwindigkeit zuge-
ordnet. Anschlieend wird die Newton'sche Bewegungsgleichung
m
i

~r
i
=
~
F
i
(3.1)
f

ur jedes Teilchen (Index i) mit Masse m
i
in Abh

angigkeit von der Kraft
~
F
i
, die
auf das Teilchen wirkt, integriert.
Die Dynamik ist, physikalisch gesehen, nach der Wahl der Anfangsbedingung
deterministisch. Allerdings h

angt sie praktisch und im Detail von der Wahl des
Integrationsverfahrens f

ur Gleichung (3.1) ab. Eine

Ubersicht

uber die verschie-
denen Verfahren zur Integration vom einfachsten Euler-Algorithmus bis zu kom-
plizierten Pr

adiktor-Korrektor Verfahren ndet man in den Referenzen [KFA89]
und [PTVF92]. Jedes Verfahren bietet Vor- und Nachteile hinsichtlich Geschwin-
digkeit, Stabilit

at, Genauigkeit und Erhaltungsgr

oen.
Der entscheidende Faktor in einer Molekulardynamik ist weniger die Wahl
des Integrationsverfahrens als vielmehr die Bestimmung der Kr

afte
~
F
i
. Diese
91
92 3. Molekulardynamik
Kr

afte setzen sich zumeist aus mehreren Komponenten zusammen. Dabei sind
die Komponenten, die die Wechselwirkungen mit

aueren Feldern beschreiben, in
der Regel exakt bekannt. Wechselwirkungen der Teilchen untereinander m

ussen
dagegen

ublicherweise mangels genauer Kenntnis gen

ahert werden. Als Beispiel
sei die N

aherung eines Lennard-Jones Potentials f

ur die Wechselwirkung zwi-
schen Molek

ulen von Gasen und Fl

ussigkeiten angef

uhrt [KFA89]. F

ur granulare
Materie verh

alt es sich entsprechend. Die Kraft des

aueren Gravitationsfeldes
auf jedes Teilchen ist exakt bekannt. Die Kr

afte zwischen den Teilchen, die nur
w

ahrend eines Kontaktes auftreten, konnten aber bis jetzt theoretisch und ex-
perimentell nicht ermittelt werden (siehe Kapitel 1). Aus diesem Grund ist man
bei den Kontaktwechselwirkungen auf N

aherungen angewiesen. Auf diese N

ahe-
rungen wird im weiteren Verlauf genauer eingegangen.
3.1 Zwei Methoden
In der Molekulardynamik unterscheidet man grunds

atzlich zwei verschiedeneMe-
thoden. Die eine Methode ist die zeitschrittgetriebene Molekulardynamik f

ur
weiche Teilchen, die andere ist die ereignisgesteuerte Molekulardynamik f

ur har-
te Teilchen. Beide Methoden sind ausf

uhrlich in der Dissertation von Jochen
Sch

afer beschrieben [Sch96a]. Eine weitere hervorragende Darstellung ndet sich
in [AT87]. Neben den reinen Molekulardynamikmethoden werden dort zus

atzlich
grundlegende Techniken f

ur Simulationen, wie zumBeispiel Nachbarschaftslisten,
Behandlung von langreichweitigen Kr

aften und Ezienzsteigerungen beschrie-
ben. Die vorliegende Arbeit beschr

ankt sich deshalb nur noch auf die Vorstellung
der grundlegenden Konzepte.
3.1.1 Harte Teilchen
Die allererste Molekulardynamiksimulation war eine ereignisgesteuerte Moleku-
lardynamik f

ur einen Phasen

ubergang in einem System von 32 harten Kugeln
[AW57]. Bei granularer Materie nutzt man die ereignisgesteuerte Molekulardyna-
mik zur Simulation dynamischer Regime. Dynamische Regime sind gekennzeich-
net durch eine geringe bis mittlere Dichte bei denen Teilchenkontakte haupt-
s

achlich in Form von bin

aren Kollisionen auftreten [Sch96a]. F

ur die N

aherung
der Kontaktkr

afte zwischen zwei Teilchen wird in dieser Methode vereinfachend
angenommen, da bei einer Ber

uhrung die Kr

afte divergieren. Der Sto zweier
Teilchen ndet deshalb instantan statt, ben

otigt also keine Zeit, und es kommt
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zu keiner Verformung der Teilchen. Aus diesem Grund spricht man von harten
Teilchen.
In einem Sto tauschen jeweils zwei Teilchen kinetische Energie und Impuls
aus. Der Gesamtimpuls bleibt erhalten und ein Teil der kinetischen Energie wird
dissipiert. Da es sich um ausgedehnte Teilchen handelt, sind die St

oe zumeist
schief. F

ur solche ist es notwendig, die Rotation der Teilchen zu ber

ucksichti-
gen. Insgesamt lassen sich die Translations- und Rotationsgeschwindigkeiten der
Teilchen nach einem Sto entsprechend einer vereinfachten Theorie von Walton
[Wal88, Sch96a] und der klassischen Mechanik f

ur schiefe inelastische St

oe aus
den Geschwindigkeiten vor dem Sto, den geometrischen Stoparametern und
nur drei weiteren Parametern berechnen. Die drei zus

atzlichen Parameter sind
der normale und tangentiale Restitutionskoezient, 
n
und 
s
und der Gleitrei-
bungskoezient .
Eine Simulationmit einer ereignisgesteuertenMolekulardynamik verl

auft nach
folgendem Schema: So lange kein Sto stattndet, sind die Trajektorien der Teil-
chen im Gravitationsfeld einfach zu berechnen. Dies wird in der ereignisgesteu-
erten Molekulardynamik ausgenutzt. Aus einer gegebenen Konguration des Sy-
stems wird die zuk

unftige Entwicklung der Trajektorien bestimmt. Aus diesen
Trajektorien ergeben sich die Orte und Zeiten zuk

unftiger St

oe. Der Zeitschritt
der Integration der Gleichung (3.1) gestaltet sich in Folge dessen variabel. In
einem einzigen Zeitschritt wird das gesamte System bis zum ersten eintretenden
Sto (Ereignis) weiterentwickelt. Anschlieend erfolgt die Berechnung des Stoes
der beiden beteiligten Teilchen mit einer

Anderung ihrer Geschwindigkeiten. F

ur
den darauolgenden Zeitschritt brauchen nur diejenigen Ereignisse neu berech-
net zu werden, an denen die zuvor beteiligten Teilchen partizipieren. Das System
kann anschlieend bis zum n

achsten Ereignis weiterentwickelt werden und so
weiter.
Wie wir noch sehen werden, liegen die Vorteile dieser Molekulardynamikme-
thode gegen

uber der anderen Methode in ihrer Ezienz und Geschwindigkeit.
Voraussetzung ist allerdings, da granulare Systeme in den oben beschriebenen
dynamischenRegimen simuliertwerden. Der Grund hierf

ur liegt im Zenon-Eekt,
so benannt wegen seiner

Ahnlichkeit zum Paradoxon von Achill und der Schild-
kr

ote. Durch ihre dissipativen Eigenschaften tendiert granulare Materie zu einer
Bildung von Zonen hoher Dichte [MY92, MY94]. In diesen Zonen kommt es
zu einer Abfolge von St

oen in immer k

urzeren Zeitabst

anden. Da die Zeitent-
wicklung des Systems in der ereignisgesteuerten Molekulardynamik immer nur
bis zum n

achsten Sto erfolgt, kann es zum Erliegen der Dynamik des Gesamt-
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systems kommen. Die Simulation konvergiert auf einen Zeitpunkt, an dem die
Teilchen zu langanhalten Kontakten

ubergehen. Langanhaltende Kontakte sind
mit dieser Methode prinzipiell nicht zu simulieren. Besitzen zwei Teilchen vor
einem Sto eine von Null verschiedene Relativgeschwindigkeit, so hat sie sich
zwar nach dem Sto verringert, ist aber immer noch von Null verschieden.
Da sich diese Dissertation haupts

achlich mit der Dynamik granularer Materie
in Trommelmischern besch

aftigt, wurden keine gr

oeren Simulationen mit ereig-
nisgesteuerter Molekulardynamik durchgef

uhrt. In rotierenden Trommeln sind
die meisten Kontakte zwischen Teilchen langanhaltend. Nur im Kapitel 4 wird
eine ereignisgesteuerter Molekulardynamik verwendet. Dort wird die Dynamik
eines eindimensionalen Systems von granularen Teilchen in einer reibungsfreien
R

ohre untersucht.
3.1.2 Weiche Teilchen
Die zweite Molekulardynamikmethode ist die zeitschrittgetriebene Molekular-
dynamik. Sie verwendet f

ur die Integration der Bewegungsgleichung (3.1) einen
konstanten Zeitschritt. Als Folge des konstanten Zeitschrittes wird die Simulation
von Teilchenst

oen komplizierter. Der exakte Zeitpunkt, an dem zwei Teilchen
aufeinandertreen, liegt in der Regel zwischen zwei Zeitschritten. Demzufolge
haben die Teilchen im Zeitschritt zuvor noch keinen Kontakt und im darauol-
genden Zeitschritt

uberlappen sie schon. Der

Uberlapp  wird als ein Ma f

ur die
Verformung, die reale Teilchen w

ahrend eines Stoes erfahren, angesehen und ist
deniert als:
 = max(0; R
i
+R
j
  j~r
i
  ~r
j
j) (3.2)
Hierbei sind R
i;j
die Radien und ~r
i;j
die Positionen der beiden Teilchen.
In der zeitschrittgetriebenen Molekulardynamik wird versucht, die Kontakt-
kr

afte, die w

ahrend eines Stoes auftreten, realistisch zu simulieren. Dies bedeu-
tet zun

achst, das ein Sto nicht instantan verl

auft, sondern eine gewisse Zeit
ben

otigt, w

ahrend der die Teilchen im wesentlichen viskoelastisch verformt wer-
den. Aus diesem Grund spricht man von weichen Teilchen. Die Kontaktkraft
~
F
ij
zwischen Teilchen ist eine Funktion von  und
_
, der Gr

oe und Geschwindig-
keit ihrer Verformung. Sie teilt sich in eine normale und tangentiale Komponente
bez

uglich der Kontakt

ache zwischen den beiden Teilchen auf:
~
F
ij
= F
n
~n+ F
t
~
t (3.3)
Die Lage der Einheitsvektoren ~n und
~
t ist zusammen mit dem

Uberlapp  in der
Abbildung 3.1 dargestellt. Der Winkel  ist ein Ma f

ur die Schiefe des Stoes.
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Abbildung 3.1: Schema f

ur den Sto zweier Teilchen [(i) und (j)] in einer zeit-
schrittgetriebenen Molekulardynamiksimulation. ~vij sind die Translations- und
~!
ij
die Rotationsgeschwindigkeiten der Teilchen.
F

ur die Normalkraft F
n
und die Tangentialkraft F
t
hat es eine ganze Reihe
von verschiedenen Ans

atzen gegeben. Eine ausf

uhrliche Beschreibung und Unter-
suchung dieser Ans

atze, die sich im allgemeinen aus einem repulsiven und einem
dissipativen Term zusammensetzen, durch J. Sch

afer, S. Dippel und D.E. Wolf
ndet sich in [SDW96, Sch96a]. Dort wurden die verschiedenen Ans

atze anhand
der Simulation von Zweiteilchenst

oen untersucht und mit experimentellen Be-
funden [FLCA94] verglichen. Ohne auf die weiteren Details und Ergebnisse die-
ser Untersuchung einzugehen, sei angef

uhrt, da nur der Ansatz nach H. Hertz,
G. Kuwabara und K. Kono [KK87] f

ur die Normalkraft ein realistisches Verhalten
in den Simulationen reproduzieren kann. Er erzeugt als einziger f

ur viskoelasti-
sche Teilchen die richtige Abh

angigkeit eines sinkenden normalen Restitutions-
koezienten mit wachsender anf

anglicher Relativgeschwindigkeit. Der Ansatz
lautet:
F
n
=  k
n

3=2
  
n

1=2
_
 : (3.4)
Hierbei ist k
n
eine normale Federkonstante und 
n
eine normale D

ampfungskon-
stante. Beide Konstanten k

onnen theoretisch auf die Materialparameter Young-
Modul, Poisson Zahl, Dichte, Viskosit

at und transversale und longitudinale Schall-
geschwindigkeiten zur

uckgef

uhrt werden [HSB95, BSHP96].
Die Tangentialkraft F
t
verlangt eine Unterscheidung zwischen Haft- und Gleit-
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reibung. Deshalb modelliert man:
F
t
=  min(F
h
; F
n
)  sign() : (3.5)
Hierbei ist  der Gleitreibungskoezient und F
h
die Haftreibung. Diese wirkt
solange, wie sie kleiner als die Gleitreibung F
n
ist.  ist die tangentiale Aus-
lenkung, die ab dem Zeitpunkt t
0
des ersten Kontaktes der Teilchen

uber die
tangentiale Relativgeschwindigkeit v
t
ermittelt wird:
(t) =
t
Z
t
0
v
t
(t
0
) dt
0
: (3.6)
In den Untersuchungen erwiesen sich f

ur die Haftreibung zwei verschiedene
Ans

atze als realistisch. Einer dieser Ans

atze ist eine lineare Tangentialfeder, die
von P.A. Cundall und O.D.L. Strack eingef

uhrt wurde [CS79]:
F
h
= k
t
 : (3.7)
k
t
ist eine empirische tangentiale Federkonstante, die so gew

ahlt wird, da die
Stosimulationen das gew

unschte Verhalten zeigen.
Der zweite realistische Ansatz f

ur die Haftreibung stammt von O.R. Walton
und R.L. Braun [WB86]. Sie f

uhrten ein kraftabh

angiges k
t
ein, so da in jedem
Zeitschritt
F
h
= F

h
+ k
t
(   

) (3.8)
ist. Hierbei bezieht sich der

auf die Werte der Gr

oen im vorangehenden Zeit-
schritt. k
t
ist unter Belastung (   

> 0) gr

oer als unter Entlastung.
3.1.2.1 Methodische Artefakte
Die zeitschrittgetriebene Molekulardynamik besitzt zwei intrinsische Artefakte,
die zu unrealistischen Simulationsergebnissen f

uhren k

onnen. Einer dieser syste-
matischen Fehler ist das von Jochen Sch

afer entdeckte Bremsversagen [SW95,
SDW96, Sch96a]. Bremsversagen tritt bei nahezu streifenden, also sehr schiefen
Kollisionen auf. Typische Situationen ndet man in scherenden Geometrien wie
zum Beispiel an den W

anden bei vertikalem Rohru oder in der Lawinenzo-
ne von rotierenden Trommeln. F

ur sehr schiefe Kollisionen kann die Dauer des
Kontaktes nur wenige Integrationszeitschritte gro sein. Die Kollisionskr

afte, ins-
besondere die Tangentialkraft k

onnen in diesen F

allen nicht ihre volle Wirkung
entfalten. Es kommt zu einem streifenden Durchiegen der Teilchen, ohne da
eine wesentliche Bremswirkung erzielt wird. Der Eekt verst

arkt sich, je gr

oer
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die Relativgeschwindigkeit der Teilchen ist. Prinzipiell l

at sich dieses Bremsver-
sagen durch die Festlegung einer k

urzeren Kontaktdauer bei St

oen verringern.
Der Eekt tritt dann seltener und nur bei St

oen mit noch gr

oerer Schiefe auf.
Diesem Ansinnen steht allerdings das fundamentale Problem entgegen, da die
damit verbundene L

ange des Zeitschrittes umgekehrt proportional zur Simulati-
onsdauer ist. Der Zeitschritt sollte deshalb immerm

oglichst gro gew

ahlt werden.
Insgesamt kommt es durch das Bremsversagen bei streifenden Kollisionen mit
gr

oeren Relativgeschwindigkeiten zu einer unrealistisch niedrigen Dissipation
kinetischer Energie.
Der zweite systematische Fehler in zeitschrittgetriebenen Molekurdynamiksi-
mulationen ist der von Stefan Luding entdeckte Detachment-Eekt [LCB
+
94a,
LHB94, LCB
+
94b]. Dieser Eekt ist ein kollektives Ph

anomen und wurde ur-
spr

unglich nur auf eine unrealistisch lange Kontaktzeit f

ur St

oe von Teilchen
bezogen. Ein eindimensionales System mehrerer, nur wenig separierter Teilchen,
die sich mit gleichf

ormiger Geschwindigkeit auf eine Wand zubewegen, vollzieht
eine Vielzahl von rasch hintereinanderfolgenden bin

aren St

oen. Die Vielzahl der
bin

aren St

oen hat eine groe Dissipation kinetischer Energie zur Folge. Durch
eine in der Simulation unrealistisch lange Kontaktzeit der St

oe kommt es in
diesem Szenario zu einem kollektiven Sto aller Teilchen. In dieser Situation
wechselwirken die Teilchen durch den gleichzeitigen Kontakt als ein Kette von
gekoppelten Oszillatoren und nicht als separate Teilchen. Dadurch kommt es zu
einer unrealistisch niedrigen Dissipation und zu einer vermehrten Trennung (eng-
lisch:Detachment) der Teilchen nach dem Sto. Es sei ausdr

ucklich erw

ahnt, da
das Szenario des Detachment-Eekts realistisch ist. In realen Systemen kommt es
durch endliche Kontaktzeiten ebenfalls zu gleichzeitigen Kontakten vieler Teil-
chen. Allerdings sind in der Regel die realen Kontaktzeiten wesentlich k

urzer als
die der Simulationen.
Ein wichtiger Punkt ist, da der Detachment-Eekt nicht nur bei St

oen mit
langen Kontaktzeiten auftritt, sondern da er prinzipiell bei allen langanhalten-
den Kontakten existiert. In dichtgepackten Systemen unter niedrigen

aueren
Anregungen, wie zum Beispiel in leicht vibrierten Boxen, kommt es deshalb zu
einer mangelhaften Dissipation, was zu einer vermehrten und unrealistischen
Fluidisierung f

uhrt [LCB
+
94b, und Referenzen darin].
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3.2 Vergleich mit BTR-Modell
Oftmals wurde von Seiten der Molekulardynamik, speziell der zeitschrittgetrie-
benen, der Anspruch erhoben, das einzige wirklich realistische Modell f

ur Simu-
lationen granularer Materie zu sein. Andere Modelle seien weniger realistisch, da
sie mehr oder minder groe N

aherungen f

ur die Kontaktwechselwirkungen oder
Trajektorien der Teilchen verwenden. Um dieses Argument zu best

atigen oder zu
entkr

aften, wurde ein Vergleich von Simulationen einer rotierenden Trommel zwi-
schen zeitschrittgetriebener Molekulardynamik und BTR-Modell vorgenommen.
Vergleichsgr

oe war die radiale Segregation, die innerhalb der ersten Umdrehung
der Trommeln auftritt und deren qualitative Gr

oe aus Experimenten [CB95]
bekannt ist. Simuliert wurden zwei verschiedene Trommelgr

oen mit R = 35
und R = 50. Beide Trommeln waren ann

ahernd halb gef

ullt mit N = 730 be-
ziehungsweise N = 1530 bidispersen Teilchen mit Radienverh

altnis r = 0:5 und
Konzentration der kleinen Teilchen c = 0:5.
3.2.1 Parameter der Molekulardynamik
Um dem Anspruch der Molekulardynamik gerecht zu werden, wurden m

oglichst
realistische Parameter gew

ahlt. Diese stehen im Gegensatz zu den stark vereinfa-
chenden Annahmen des geometrischen BTR-Modells. F

ur die Molekulardynamik
wurde ein sehr genaues Verfahren der Integration der Bewegungsgleichung (3.1)
verwendet. In diesem Falle war dies ein Pr

adiktor-Korrektor-Verfahren der 5.
Ordnung nach Gear. Ausf

uhrliche Beschreibungen dieses Verfahrens ndet man
in [AT87, PTVF92]. Weiterhin wurden die oben beschriebenen m

oglichst reali-
stischen Ans

atze f

ur die Kontaktkr

afte verwendet. Die normale Komponente mo-
delliert der Herz-Kuwabara-Kono-Ansatz (3.4). F

ur die tangentiale Haftreibung
wurden Simulationen sowohl mit dem Ansatz nach Walton und Braun (3.8), als
auch mit dem Ansatz nach Cundall und Strack (3.7) durchgef

uhrt. Der Cundall-
Strack-Ansatz einer linearen Feder wurde um einen dissipativen D

ampfungsterm
erweitert, um der zu erwartenden mangelhaften Dissipation durch Bremsversa-
gen und Detachment-Eekt entgegenzuwirken. Dieser Ansatz einer tangentialen
linearen ged

ampften Feder sieht mit einer zus

atzlichen D

ampfungskonstanten 
t
wie folgt aus:
F
h
= k
t
 + 
t
_
 : (3.9)
Die Wahl der Konstanten der Kraftans

atze ist eine komplizierte Aufgabe. Es
soll zun

achst die Normalkraft betrachtet werden. Wie schon erw

ahnt, lassen sich
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die Konstanten des Herz-Kuwabara-Kono-Ansatzes theoretisch auf spezische
Materialgr

oen zur

uckf

uhren [HSB95, BSHP96]. Problematisch an dieser Theorie
ist, da sie eine anisotrope Viskosit

at der Festk

orper verwendet. Diese Viskosit

at
ist praktisch f

ur keinen Festk

orper bekannt, oder l

at sich zumindest nicht in
der einschl

agigen Literatur (zum Beispiel [BHH
+
71, Lid96]) nden. Aus diesem
Grund kann nur die Federkonstante k
n
aus dieser Theorie gewonnen werden, weil
in diese die Viskosit

at nicht eingeht:
k
n
=
2Y
q
R
eff
3 (1   
2
)
: (3.10)
Hierbei sind Y der Young-Modul,  die Poisson Zahl und R
eff
= R
i
R
j
=(R
i
+R
j
)
der eektive Radius. Die D

ampfungskonstante 
n
mu indirekt bestimmtwerden.
Dies erfolgt

uber die Festlegung des normalen Restitutionskoezienten 
n
. Diese
Festlegung mu sich auf eine bestimmte normale relative Referenzgeschwindigkeit
~v beziehen, weil die Restitutionskoezienten geschwindigkeitsabh

angig sind. Die
Anpassung von 
n
an 
n
erfolgt dann

uber die Simulation von bin

aren zentralen
St

oen in Abh

angigkeit von eektivemRadius und eektiver Masse. Die eektive
Masse ist deniert als M
eff
= m
i
m
j
=(m
i
+m
j
).
Ein weiterer wichtiger Punkt f

ur die Wahl der Parameter des normalen Kraft-
ansatzes ist die Kollisionsdauer t
n
eines bin

aren Stoes, die sich aus den Simulati-
onen zur Bestimmung von 
n
ermitteln l

at. Die Kollisionsdauer ist unabh

angig
von tangentialen Kr

aften und wie der normale Restitutionskoezient leicht von
der Anfangsgeschwindigkeit vor dem Sto abh

angig. Sie kann n

aherungsweise f

ur
die Berechnung anderer Parameter als konstant angenommen werden und sie ist
die entscheidende Gr

oe f

ur die Wahl des elementaren Zeitschrittes der Integra-
tion. Grunds

atzlich darf das Ergebnis in einer sinnvollen Simulation nicht von
der Gr

oe des Zeitschrittes abh

angen. Um dies zu gew

ahrleisten, ist es notwendig
eine minimale Anzahl von Zeitschritten f

ur eine bin

are Kollision aufzubringen.
F

ur relativ harte Materialien ist die Kollisionsdauer nur kurz und folglich mu
der Zeitschritt sehr klein gew

ahlt werden. Ein kleiner Zeitschritt schr

ankt aber
die physikalische Zeitdauer einer Simulation erheblich ein. Die Wahl von k
n
und

n
und damit die H

arte der Teilchen ist deshalb

uber die zur Verf

ugung stehende
Rechenzeit beschr

ankt.
Die tangentiale Federkonstante beim Walton-Braun-Ansatz ist zeitabh

angig.
Ihr anf

anglicher Wert k
init
t
ist in guter N

aherung [MD53, Sch96a] mit der Kolli-
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sionsdauer und dem normalen Restitutionskoezienten verkn

upft wie:
k
init
t
=
2M
eff


2
+ (ln 
n
)
2

3t
2
n
: (3.11)
Die Zeitabh

angigkeit der Federkonstante gestaltet sich folgendermaen [WB86,
Sch96a]:
k
t
=
8
>
>
<
>
>
:
k
init
t

1 
F

t
 
^
F
t
F
n
 
^
F
t

1=3
f

ur (   

> 0)
 k
init
t

1 
^
F
t
 F

t
F
n
+
^
F
t

1=3
f

ur (   

< 0)
: (3.12)
Hierbei sind wie schon erw

ahnt alle Werte mit

diejenigen des vorhergehenden
Zeitschrittes.
^
F
t
ist zu Beginn stets Null und nimmt den Wert von F

t
an, wenn
   

das Vorzeichen wechselt.
F

ur die Parameter der linearen ged

ampften Feder des erweiterten Cundall-
Strack-Ansatzes existieren keine theoretischen Modelle. Ihre Festlegung mu des-
halb auf eine andere sinnvolle Weise erfolgen. Die Periodendauer der Schwingung
T
t
der tangentialen Feder und der Restitutionskoezient 
t
sind mit den Para-
metern k
t
und 
t
verkn

upft:
k
t
=

2
+ (ln 
t
)
2

T
t
2

2
M
eff
; (3.13)

t
=  2
ln 
t
T
t
2
M
eff
: (3.14)
Es ist deshalb sinnvoll, die Parameter

uber eine Festlegung der Periodendauer
und des Restitutionskoezienten zu w

ahlen. Als halbe Periodendauer bietet sich
in Analogie zum Walton-Braun-Ansatz [Gleichung (3.11)] die Kollisionsdauer ei-
nes zentralen Stoes mit der Referenzgeschwindigkeit ~v an (T
t
=2 = t
n
). In diesem
Fall wird bei einem schiefen Sto mit einer Normalkomponente der Gr

oe ~v die
Periodendauer der tangentialen und normalen Schwingung gleich gro sein. Der
Kontakt der Teilchen l

ost sich in diesem Fall genau in dem Augenblick, in dem
die tangentiale Feder wieder entlastet ist. Die Sinnhaftigkeit dieser Annahme
best

atigt eine theoretische Vorhersage, die N. Maw, J.R. Barber und J.N. Faw-
cett f

ur die Periodendauer f

ur einem vereinfachten linearen Ansatz der normalen
Kontaktkraft zusammen mit dem Cundall-Strack-Ansatz geben [MBF76].
Es ist bei der Festlegung aller Parameter der normalen und tangentialen
Kraftans

atze zu ber

ucksichtigen, da sie von der eektiven Masse M
eff
und
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dem eektiven Radius R
eff
direkt oder indirekt abh

angen. Die absoluten Aus-
dehnungen der simulierten Systeme spielt deshalb in der Molekulardynamik im
Gegensatz zum BTR-Modell eine Rolle.
F

ur die Simulation der rotierenden Trommel war urspr

unglich beabsichtigt,
Zelluloseazetat als simuliertes Material zu w

ahlen. Zelluloseazetat ist das ein-
zige Material, f

ur das experimentelle Daten zu tangentialen Kr

aften vorliegen
([FLCA94], siehe [Sch96a]). F

ur die Untersuchung des Segregationseektes war
eine Simulation

uber insgesamt 3 Umdrehungen der Trommel notwendig. Die
Rotation durfte nicht zu schnell sein, da ansonsten der Vergleich mit dem BTR-
Modell nicht zul

assig w

are. F

ur gr

oere Rotationsgeschwindigkeiten w

urde man
das Regime diskreter Lawinen verlassen und w

are zu einem Regime kontinuier-
licher Lawinen

ubergegangen. Ein sinnvoller Wert war deshalb eine Umdrehung
pro Minute. Insgesamt muten demzufolge 3 Minuten physikalischer Zeit simu-
liert werde. Weiterhin wurden als realistische Werte der Ausdehnungen exempla-
rischer Systeme Kugeln von 2:5mm und 5mm Radius in Trommeln mit Radien
von 17:5 cm und 25 cm angesehen.
Sodann wurde anhand von bin

aren St

oen simulierter Zelluloseazetat-Kugeln

uberpr

uft, wie gro der maximale Zeitschritt der Integration sein darf, und ob die
Einf

uhrung des D

ampfungsterms in die Tangentialfeder [Gleichung (3.9)] zul

assig
war. Dies l

at sich an einem sogenannten MBF-Diagramm ablesen [MBF76].
Darin wird
	
f
= v
f
t
=v
i
n

uber 	
i
= v
i
t
=v
i
n
(3.15)
aufgetragen. Der hochgestellte Index i der tangentialen und normalen Relativ-
geschwindigkeitskomponenten steht hierbei f

ur die initialen Anfangsrelativge-
schwindigkeiten vor dem Sto und der Index f f

ur die nalen Endrelativgeschwin-
digkeiten nach dem Sto. Die MBF-Auftragung hat den Vorteil, da man direkt
den tangentialen Restitutionskoezienten 
t
= 	
f
=	
i
ablesen kann. In Abbil-
dung 3.2 ist das MBF-Diagramm f

ur die Simulation der Zelluloseazetat-Kugeln
sowohl mit der tangentialen Feder als auch mit dem Walton-Braun-Ansatz auf-
getragen. Man erkennt, da die Simulationen gut mit den experimentellen Da-
ten

ubereinstimmen, und da beide Ans

atze ann

ahernd das gleiche Ergebnis
liefern. Insbesondere der Bereich negativer tangentialer Restitutionskoezienten
(	
f
< 0) wird gut erfasst.
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Abbildung 3.2: MBF-Diagramm von Zelluloseazetat-Kugeln, experimentelle Da-
ten aus [FLCA94] (Kreise) und Simulation mit normalemHerz-Kuwabara-Kono-
Ansatz und tangentialer ged

ampfter linearer Feder (durchgezogene Linie) oder
tangentialemWalton-Braun-Ansatz (gestrichelte Linie). Anfangsrelativgeschwin-
digkeit war 1m=sec.
F

ur die Simulationen der Zelluloseazetat-Kugeln wurden die folgenden Gr

oen,
die in [FLCA94] und [Sch96a] angegeben sind, verwendet: Dichte  = 1:32 
10
3
kg=m
3
, Young-Modul Y = 3:2  10
9
N=m
2
, Poisson Zahl  = 0:28, Cou-
lomb'scher Gleitreibungskoezient  = 0:25, normaler Restitutionskoezient

n
= 0:89 und tangentialer Restitutionskoezient 
t
= 0:39. Die Referenzrelativ-
geschwindigkeit ~v war 1m=sec, wie sie auch zur Bestimmung der experimentellen
Daten verwendet wurde. Aus den Materialgr

oen ergaben sich die Parameter der
Simulationen zu:
k
n
= 2:31  10
9
Nm
 2

q
R
eff
,

n
= 1863:9 kg m
 1=2
sec
 1
,
k
t
= 4:59  10
9
sec
 2
M
eff
,

t
= 3:89  10
4
sec
 1
M
eff
,
k
init
t
= 2:81  10
9
sec
 2
M
eff
.
Ein

auerst interessantes Ergebnis zeigte sich im Verlauf der Untersuchun-
gen der Ans

atze der tangentialen Kr

afte. Bei kleinen Schiefen  l

at sich be-
obachten, da der tangentiale Restitutionskoezient in Abh

angigkeit von der
Anfangsrelativgeschwindigkeit periodisch das Vorzeichen

andert. In Abbildung
3.3 ist zu sehen, da der tangentiale Restitutionskoezient f

ur groe Relativ-
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geschwindigkeiten (v
i
> ~v) negativ ist, wie es dem MBF-Diagramm entspricht.
Mit abnehmender Relativgeschwindigkeit wechselt er mehrmals das Vorzeichen.
Zu erkennen ist ebenfalls, da im Mittel der Betrag des tangentialen Restituti-
onskoezienten bei der linearen ged

ampften Feder kleiner ist als beim Walton-
Braun-Ansatz. Die Dissipation der tangentialen Relativbewegungen ist also bei
ersterem deutlich st

arker. Insbesondere f

ur sehr kleine Relativgeschwindigkeiten
wird nahezu die gesamte tangentiale kinetische Energie dissipiert.
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Abbildung 3.3: Abh

angigkeit des tangentialen Restitutionskoezienten von der
Anfangsrelativgeschwindigkeit v
i
bei konstanter kleiner Schiefe sin() = 0:02
f

ur Zelluloseazetat-Kugeln. Tangentiale Kraftans

atze sind die ged

ampfte lineare
Feder (durchgezogene Linie) und der Walton-Braun-Ansatz (gestrichelte Linie).
Das periodische Wechseln des Vorzeichens in Abbildung 3.3 ist leicht zu er-
kl

aren. Die Kontaktdauer des Stoes wird durch die normalen Kr

afte bestimmt
und nimmt mit sinkender Anfangsrelativgeschwindigkeit zu. Die Periodendau-
er der tangentialen Kr

afte ist dagegen eine Konstante. Alle Kr

afte sind nun so
ausgelegt, da f

ur groe Anfangsrelativgeschwindigkeiten die tangentialen Kr

afte
w

ahrend der Kontaktzeit genau einmal gespannt werden und sich der Kontakt
wieder l

ost, wenn die tangentialen Kr

afte sich wieder entspannen. In diesem Fall
resultiert eine verbleibende tangentiale Relativgeschwindigkeit, die entgegenge-
setzt zur anf

anglichen Bewegungsrichtung steht. Der tangentiale Restitutionsko-
ezient ist negativ. Verl

angert sich die Kontaktzeit aber, so wird sich die Bewe-
gungsrichtung der tangentialen Kr

afte erneut umkehren und wieder die anf

ang-
liche Richtung einnehmen. Der tangentiale Restitutionskoezient wird positiv.
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Auf diese Weise kann sich die Kontaktzeit f

ur kleine Anfangsrelativgeschwindig-
keiten

uber mehrere Schwingungsperioden der tangentialen Kr

afte erstrecken.
Das in Abbildung 3.3 dargestellte Verhalten wurde in realen Systemen noch
nicht untersucht. Deshalb ist nicht zu sagen, ob es sich hierbei um ein weite-
res Artefakt handelt oder nicht. Sollten in realen Systemen die normalen und
tangentialen Kr

afte tats

achlich weitgehend entkoppelt sein, so wie es die hier
dargestellte Wahl der Kraftans

atze der zeitschrittgetriebenenMolekulardynamik
annimmt, dann ist es wahrscheinlich, da ein solches oder

ahnliches Verhalten
realistisch ist und zu beobachten sein wird. Es sei darauf hingewiesen, da in
den Untersuchungen von Sch

afer et al. [SDW96] die normalen und tangentialen
Kr

afte durch die Verwendung von linearen Kraftans

atzen in beiden Richtungen
wegen konstanter Periodendauern nicht entkoppelt waren. F

ur diese Wahl der
Kraftans

atze ergibt sich allerdings das schon geschilderte Problem der fehlen-
den Abh

angigkeit des normalen Restitutionskoezienten von der anf

anglichen
Relativgeschwindigkeit.
Mit den obigen Simulationsparametern f

ur Zelluloseazetat ist die Kontakt-
zeit eines Stoes t
n
= 4:84  10
 5
sec f

ur die anf

angliche Referenzgeschwindigkeit
~v = 1m=sec. Eine Unabh

angigkeit der Simulationsergebnisse vom Integrations-
zeitschritt war erst gew

ahrleistet, als der Zeitschritt dt < t
n
=80 war. Aus diesem
Grund wurde f

ur alle Simulationen der Zeitschritt auf t
n
=100 festgelegt. F

ur
3min simulierter Zeit w

aren im Falle der Zelluloseazetat-Kugeln also 3:72  10
8
Zeitschritte aufzuwenden gewesen. Diese Zahl

uberschritt die zur Verf

ugung ste-
hende Rechenzeit, weil die nichtlinearen normalen Kr

afte einen erheblichen Re-
chenaufwand verursachen. Es war deshalb notwendig, ein Material zu simulieren,
das weicher ist als Zelluloseazetat. Die Wahl el auf einen nicht n

aher spezizier-
ten exemplarischen Kunststo mit folgenden, f

ur diese Stoe typischen Kenn-
gr

oen [BHH
+
71, Lid96]  = 1:5  10
3
kg=m
3
, Y = 4  10
7
N=m
2
,  = 0:3,  = 0:4,

n
= 0:6 und 
t
= 0:3. Daraus resultierten die Parameter der Simulationen zu:
k
n
= 2:93  10
7
Nm
 2

q
R
eff
,

n
= 88:2 kg m
 1=2
sec
 1
,
k
t
= 1:81  10
8
sec
 2
M
eff
,

t
= 9:63  10
3
sec
 1
M
eff
,
k
init
t
= 1:09  10
8
sec
 2
M
eff
.
Der Zeitschritt ergab sich nun zu 2:5  10
 6
sec. Das entspricht 7:2  10
7
Zeit-
schritten f

ur 3min oder 66666 Zeitschritte f

ur eine Rotation der Trommel um
1

.
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3.2.2 Ergebnisse des Vergleichs
Aus Experimenten ist bekannt, da die radiale Segregation innerhalb der ersten
Umdrehung einer rotierenden Trommel entsteht [CB95]. Um die Segregation zu
untersuchen, wurden deshalb die Simulationen bis zur dritten Umdrehung aus-
gef

uhrt und die Daten erst ab der ersten Umdrehung in Betracht gezogen. Un-
tersucht wurden Trommeln der Gr

oen R = 35 und R = 50. Diese wurden
jeweils aus 99 beziehungsweise 141 Wandteilchen gebildet, was einer Wandteil-
chendichte von 
w
= 0:9 entspricht. F

ur die BTR-Simulation wurde die

ubliche
Rotationsschrittweite  = 1 verwendet. Die Abbildung 3.4 zeigt die Trommeln
f

ur eine a) Molekulardynamik und b) BTR-Simulation nach der ersten Umdre-
hung. Man erkennt deutlich, da die Segregation in der Molekulardynamiksimu-
lation

auerst schwach ausgepr

agt ist. Der Zustand scheint sich auf den ersten
Blick nicht vom gemischten Anfangszustand zu unterscheiden. Die Segregation
im BTR-Modell ist dagegen deutlich sichtbar und durchaus von der Qualit

at der
Experimente [CB95, Can95]. F

ur die Abbildung 3.4a) wurde der tangentiale An-
satz der ged

ampften linearen Feder verwendet. Dieser Ansatz zeigte gegen

uber
dem Walton-Braun-Ansatz eine deutlichere Segregation.
 a)  b) 
Abbildung 3.4: Trommeln mit Radius R = 50, 1530 bidispersen Teilchen, Radi-
enverh

altnis r = 0:5 und 141 groen Wandteilchen nach der ersten Umdrehung:
a) Ergebnis der Molekulardynamik, b) der BTR-Simulation.
F

ur eine genauere Quantizierung der Segregation wurde die radiale Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P (m) f

ur das Aunden eines kleinen beziehungsweise
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groen Teilchens in einem relativen Abstand m vom Mittelpunkt der Trommel
untersucht. Das Verfahren zur Ermittlung der Verteilung ist bereits in Abschnitt
2.2.2 dargestellt worden. Abweichend von dieser Darstellung wurde hier auf die
Festlegung einer speziellen Lawinenzone verzichtet und die Verteilung jeweils f

ur
die gesamte Konguration aller Teilchen aufgenommen. Die Festlegung einer La-
winenzone war, wie sp

ater gezeigt wird, in der Molekulardynamik nicht m

oglich.
Auerdem ist zu erwarten, da Unterschiede zwischen Verteilungen, die mit oder
ohne Lawinenzone aufgenommen werden, nur sehr gering sind, weil die Segrega-
tion innerhalb der Lawinenzone erzeugt wird. Die folgenden Verteilungen wurden
in allen Simulationen w

ahrend der zweiten und dritten Umdrehung aufgenom-
men, wobei Daten jeweils nach einer Drehung um 1

hinzugef

ugt wurden.
In den Abbildung 3.5, 3.6 und 3.7 sind die radialen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen f

ur R = 50 aufgetragen. Die kleineren Trommeln mit R = 35 zeigen ein
vollkommen analoges Bild. Ihre Ergebnisse sind deshalb hier nicht abgebildet.
Man sieht in

Ubereinstimmung mit Abbildung 3.4, da die Segregation im BTR-
Modell sehr viel ausgepr

agter ist als in der Molekulardynamik. Das Maximum
f

ur kleine Teilchen ist bei der BTR-Simulation viel h

oher und nicht so weit vom
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Abbildung 3.5: Radiale Wahrscheinlichkeitsverteilungen einer Molekular-
dynamiksimulation mit ged

ampfter linearer Feder als Tangentialkraft. Die Punk-
te zeigen die Gleichverteilung P
u
. Die durchgezogene (gestrichelte) Linie zeigt die
Verteilung f

ur kleine (groe) Teilchen, die mit n = 50 konzentrischen Schalen er-
mittelt wurde.
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Abbildung 3.6: Radiale Wahrscheinlichkeitsverteilungen einer Molekular-
dynamiksimulation mit Walton-Braun-Ansatz als Tangentialkraft. Die Punkte
zeigen die Gleichverteilung P
u
. Die durchgezogene (gestrichelte) Linie zeigt die
Verteilung f

ur kleine (groe) Teilchen, die mit n = 50 konzentrischen Schalen
ermittelt wurde.
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Abbildung 3.7: Radiale Wahrscheinlichkeitsverteilungen f

ur eine BTR-
Simulation. Die Punkte zeigen die Gleichverteilung P
u
. Die durchgezogene (ge-
strichelte) Linie zeigt die Verteilung f

ur kleine (groe) Teilchen, die mit n = 50
konzentrischen Schalen ermittelt wurde.
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Mittelpunkt der Trommel entfernt. Die bekannten Oszillationen der Kurven f

ur
die groen Teilchen entstehen durch die Anordnung der Teilchen entlang der
Wand in konzentrischen Schalen. Diese schon bekannte strukturelle Selbstor-
ganisation wird nur zum Teil durch die zuf

alligen Abst

ande der Wandteilchen
gest

ort. Im Vergleich ist ebenfalls zu erkennen, da die Segregation in der Mo-
lekulardynamik mit tangentialem Walton-Braun-Ansatz weniger ausgepr

agt ist
als mit tangentialer ged

ampfter linearer Feder. Aus diesem Grund werden im
Folgenden nur noch Ergebnisse mit dem Ansatz der tangentialen ged

ampften
linearen Feder pr

asentiert.
Die schwache Segregation der Molekulardynamik ist eine Folge von sehr groen
Lawinen. In visuellen Animationen der Simulationen l

at sich erkennen, da die
Breite der Lawinen in Molekulardynamiksimulationen sehr viel gr

oer ist als in
BTR-Simulationen. Die kleinen Teilchen, die sich nahe der Ober

ache sammeln
wollen, werden immer wieder von groen Lawinen in die

aueren Bereiche der
Trommel transportiert. Auerdem partizipieren, als Folge der Existenz von sehr
unterschiedlich groen Lawinen, gr

oere Teile der F

ullung abwechselnd mal an
den Lawinen und mal nicht. Es war auf diese Weise nicht m

oglich eine Lawinen-
zone in sinnvoller Weise festzulegen.
Der Grund f

ur groe Lawinen ist vermutlich in den beiden Artefakten des
Modells zu sehen. Das Bremsversagen und der Detachment-Eekt verursachen
eine mangelhafte Dissipation von kinetischer Energie. Diese resultiert schlielich
in einer vermehrten Fluidisierung der Systeme, was zu groen Lawinen f

uhrt.
Um die Auswirkungen der Modellartefakte zu demonstrieren sind in Abbil-
dung 3.8 die Verbindungen der Positionen der Teilchen von zwei aufeinander-
folgenden 1

-Drehungen der Trommel w

ahrend einer Lawine dargestellt. Man
sieht, da die Breite der Lawine unrealistischerweise ungef

ahr 14 Radien der
groen Teilchen betr

agt. Realistische Werte sind kleiner als die H

alfte dieses
Wertes [RCD93, CRD95]. Im oberen Teil der Lawine sind die Spuren lang und
sie kreuzen sich. Dies ist ein Zeichen f

ur starke Fluidisierung. Im tieferen Teil
der Lawinen sind die Spuren k

urzer und mehr parallel. Dort bewegen sich die
Teilchen in kompakteren Gruppen. Schlielich wird die Lawine durch eine Folge
von kleinen Konvektionsrollen vom stabilen Rest der F

ullung getrennt. Solche
Konvektionsrollen wurden zuvor schon in Molekulardynamiksimulationen rotie-
render Trommeln beobachtet [PB95], konnten aber bis heute nicht experimentell
veriziert werden.
Die Fluidisierung in der Molekulardynamik l

at sich messen. Zu diesemZweck
wertet man jedes Teilchen als uidisiert, das sich nicht in einer stabilen lokalen
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Abbildung 3.8: Spuren der Bewegung der Teilchen w

ahrend einer groen Lawi-
ne in einer Molekulardynamiksimulation. Dargestellt sind die Verbindungen der
Teilchenpositionen zwischen drei verschiedenen Kongurationen, die jeweils 1

auseinanderliegen.
Konguration bendet. Dies ist der Fall, wenn das Teilchen nicht mindestens
auf jeder Seite, rechts und links vom Mittelpunkt mit einem anderen Teilchen
in Kontakt ist. Diese Denition von Fluidisierung ist nicht besonders exakt, da
es instabile lokale Kongurationen gibt, die diese Bedingung erf

ullen. Es k

onnen
ebenfalls Teilchen als stabil gewertet werden, deren Kontaktpartner instabil sind.
Nichtsdestotrotz stellt diese Denition zumindest eine untere Schranke f

ur die
tats

achliche Fluidisierung dar.
Die Auswertung der Molekulardynamiksimulation mit tangentialer ged

ampf-
ter linearer Feder ergab, da imMittel 21:5%3:2% aller Teilchen in der Trommel
w

ahrend der zweiten und dritten Umdrehung uidisiert waren. Der Fehler ist die
Standardabweichung des Mittelwertes. Das Maximum war mit 32:7% und das
Minimum mit 12:9% gegeben. Obwohl die Fluidisierung in Experimenten noch
nicht gemessen wurde, ist zu vermuten, da diese groen Werte nicht realistisch
sind. In Experimenten mit kleinen Rotationsgeschwindigkeiten sind nahezu al-
le Teilchen permanent in stabilen Kongurationen. Nur einige wenige Teilchen
benden sich in d

unnen Lawinen in einer Bewegung, die durch instabile Kongu-
rationen gekennzeichnet ist. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, da per
Denition das BTR-Modell eine Fluidisierung nicht explizit simuliert. Vielmehr
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durchl

auft die Dynamik eine Folge von station

aren Zust

anden.
Um den Zusammenhang zwischen Fluidisierung und Lawinen nachzuwei-
sen sind in Abbildung 3.9 eine gleichzeitige Sequenz der Fluidisierung und des
B

oschungswinkels dargestellt. Die Fluidisierung erschwerte die Bestimmung einer
Ober

ache und damit die

ubliche lineare Regression des B

oschungswinkels. Aus
diesem Grund wurde der B

oschungswinkel

uber den Schwerpunkt aller Teilchen
bestimmt. Die Strecke zwischen diesem Schwerpunkt und dem Trommelmittel-
punkt ist orthogonal zur Ober

ache. In Abbildung 3.9 erkennt man deutlich die
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Abbildung 3.9: Fluidisierung (F ) [gestrichelte Linie] und B

oschungswinkel (
r
)
[durchgezogene Linie] in der Molekulardynamik nach der dritten Umdrehung der
Trommel. Die Zeit wird durch die Rotation der Trommel gemessen.
Korrelation zwischen Fluidisierung und B

oschungswinkel. Wenn der B

oschungs-
winkel ohne Lawinen kontinuierlich und linear durch die Rotation vergr

oert
wird, nimmt die Fluidisierung ab. W

ahrend einer Lawine, die den B

oschungs-
winkel wieder erniedrigt, hat die Fluidisierung ein Maximum. Au

allig ist, da
die Fluidisierung bereits ansteigt, bevor der B

oschungswinkel sein Maximum
erreicht. Dies ist ein deutliches Zeichen daf

ur, da die Fluidisierung einer der
Ausl

oser der Lawinen ist.
3.2. Vergleich mit BTR-Modell 111
3.2.3 Fazit
Die zeitschrittgetriebene Molekulardynamik ist nicht in der Lage, die radiale
Segregation in rotierenden Trommel befriedigend zu reproduzieren. Sie wird in
diesemMae nicht ihrem groen Realit

atsanspruch gerecht. Dieser Mistand liegt
in der mangelnden Dissipation kinetischer Energie begr

undet. Diese f

uhrt zu einer
vermehrten Fluidisierung innerhalb der Systeme. Selbst die Wahl der bis lang
realistischsten und komplexesten Ans

atze f

ur die Kontaktwechselwirkungskr

afte
war nicht in der Lage, diesen Mangel zu beseitigen. Obwohl das rein geometrische
BTR-Modell den physikalischen Grenzfall sehr geringer Fluidisierung simuliert,
zeigt es im Vergleich wesentlich bessere Ergebnisse.
F

ur die zeitschrittgetriebeneMolekulardynamik bleibt festzuhalten, da sie in
weniger kompakten Systemen mit weniger langanhaltenden Kontakten sicherlich
ihrem Realit

atsanspruch gerechter werden kann. In solchen Systemen kommen
ihre methodischen Fehler weniger zumTragen. F

ur rotierende Trommeln wird ein
besseres Ergebnis zu erzielen sein, wenn man die methodischen Artefakte durch
die Simulation noch h

arterer Teilchen weiter unterdr

uckt. Inwieweit die G

ute des
BTR-Modells erreicht werden kann, ist an dieser Stelle nicht abzusch

atzen.
In diesem Kapitel zeigte sich ein interessanter Eekt: Oszillationen des tan-
gentialen Restitutionskoezienten in Abh

angigkeit von der Anfangsgeschwin-
digkeit bei leicht schiefen St

oen. Dieser Eekt ist zuk

unftig durch Experimente
zu verizieren oder ansonsten als Artefakt der Kraftans

atze einzuordnen. Die
Simulationen mit verschiedenen Ans

atzen f

ur die Tangentialkr

afte zeigten wei-
terhin, da die Dissipation von Energie in tangentialer Richtung eine groe Rolle
in dichten Systemen spielt. Die Simulationen mit dem Ansatz der tangentialen
ged

ampften linearen Feder zeigten bessere Ergebnisse als diejenigen mit Walton-
Braun-Ansatz. Der Walton-Braun-Ansatz dissipiert im Mittel weniger Energie.
Nicht gezeigt wurden Ergebnisse zur tangentialen ged

ampften linearen Feder,
bei denen die Feder im aperiodischen Grenzfall betrieben wurde. F

ur diesen Fall
zeigte sich imMBF-Diagramm kein Bereich mit negativem tangentialem Restitu-
tionskoezient. Die Honung, da trotzdemmehr Energie dissipiert w

urde, trog.
Die Resultate waren sogar noch schlechter als mit dem Walton-Braun-Ansatz.
Ein

auerst wichtiger Punkt im Vergleich der beiden Simulationsmethoden
ist die ben

otigte Rechenzeit. Hier sind die Unterschiede extrem. Die analysierten
drei Umdrehungen der Trommel mit 1530 Teilchen ben

otigten in der Moleku-
lardynamik auf einer IBM RS6000/250 Workstation mit Power2 Risc-Prozessor
ungef

ahr 39 Tage CPU-Zeit. Der BTR-Algorithmus brauchte auf derselben Ma-
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schine nur 112 CPU-Sekunden f

ur dieselben drei Umdrehungen. Dies entspricht
einem Faktor von 3  10
4
in der Geschwindigkeit der beiden Algorithmen. Es
wird anschaulich klar, da es mit der Molekulardynamik nicht m

oglich ist, groe
Systeme, lange Zeiten oder viele Systemmittel zu berechen.
Abschlieend sei auf die neueste Arbeit von C. Dury und G. Ristow hinge-
wiesen [DR97]. Sie untersuchen mit Hilfe einer zeitschrittgetriebenen Molekular-
dynamik das Verhalten in rotierenden Trommeln und zeigen in einer Abbildung
eine den Experimenten und dem BTR-Modell vergleichbare Segregation. Eine
genauere

Uberpr

ufung ihrer Arbeit stellte jedoch fest, da dieses Ergebnis mit
Annahmen gewonnen wurde, die den Prinzipien und Anspr

uchen der Molekular-
dynamik widersprechen [Dur97]. Die Kritikpunkte sind im einzelnen:
1. Die Segregation ist erst nach 9 Umdrehungen der Trommel so stark ausge-
pr

agt, wie es ihre Abbildung zeigt. Nach einer Umdrehung ist die Segrega-
tion in Analogie zu dieser Arbeit nur sehr schwach zu erkennen.
2. Die Teilchen besitzen keinen Rotationsfreiheitsgrad. Dies widerspricht den
Ans

atzen und Prinzipien, die der zeitschrittgetriebenen Molekulardynamik
zu Grunde liegen. Insbesondere die Tangentialkr

afte sind dazu entwickelt
worden, ein Drehmoment auf Teilchen auszu

uben. Ohne Rotation werden
die Tangentialkr

afte zu unrealistisch groen Haftreibungen f

uhren.
3. Es wird ein vereinfachter normaler Kontaktkraftansatz mit einer ged

ampf-
ten linearen Feder verwendet. (F

ur die tangentiale Kraft wird der Cundall-
Strack-Ansatz verwendet.)
4. Die Parameter der Kraftans

atze sind nicht realistisch. Es wurden extrem
weiche, gelatineartige Kugeln simuliert. Im einzelnen wurden, den Kraft-
ans

atzen entsprechend, die folgenden Parameter verwendet:
k
n
= 7:5  10
4
N=m, 
n
= 7:76  10
2
kg=sec, k
t
= 10
2
kg=sec
2
.
Zum Vergleich seien die realistischen Parameter f

ur Zelluloseazetat mit die-
sen Kraftans

atzen genannt [SDW96]:
k
n
= 7:32  10
6
N=m, 
n
= 2:06kg=sec, k
t
= 2=7  k
n
.
Man sieht, da Ristow und Dury ihre Parameter um zwei Gr

oenordnungen
abweichend von realistischen Werten gew

ahlt haben. Der ebenfalls um zwei
Gr

oenordnungen gew

ahlte Unterschied zwischen k
n
und k
t
ist besonders
zu kritisieren. Da diese beiden Parameter von der gleichen Gr

oenordnung
sind, wurde schon analytisch gezeigt [MBF76].
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5. Als elementarer Integrationszeitschritt wurde ein Zehntel der konstanten
Kollisionsdauer gew

ahlt. F

ur solch groe Zeitschritte ist eine Unabh

angig-
keit des Ergebnisses von der Gr

oe des Zeitschrittes nicht gegeben.
Die genauen Auswirkungen dieser Kritikpunkte sind ohne weitergehende Unter-
suchungen nicht feststellbar. Allein die Unterdr

uckung des Rotationsfreiheitsgra-
des ist sowohl vom simulationstechnischen als auch vom physikalischen Stand-
punkt aus der gr

ote Kritikpunkt. Sie ist wahrscheinlich der Grund f

ur den in
der Arbeit von Dury und Ristow erkennbaren, relativ groen B

oschungswinkel.
In allen anderen Molekulardynamiksimulationen wurden zuvor, selbst f

ur nicht-
sph

arische Teilchen kleinere Ober

achensteigungen beobachtet [PB93b]. Zusam-
menfassend kann demnach gesagt werden: Die Ergebnisse von Dury und Ristow
widersprechen nicht der in diesem Kapitel gemachten Feststellung, da Moleku-
lardynamiksimulationen mit realistischen Parametern nicht in der Lage sind, die
Dynamik granularer Materie in langsam rotierenden Trommelmischern genauso
befriedigend wiederzugeben, wie es das BTR-Modell vermag.
Kapitel 4
Zellulare Automaten
Zellulare Automaten, die in der Hydrodynamik manchmal Gittergas-Modelle ge-
nannt werden, stellen eine besondere Klasse von Algorithmen dar. Ihre Beson-
derheit besteht in der engen Anlehnung an die Eigenschaften der verarbeitenden
Rechner. Durch die beschr

ankte Darstellungsgenauigkeit von Zahlen und durch
Rundungsfehler haben andere Arten von Algorithmen intrinsische Fehlerquellen.
Diese Fehlerquellen k

onnen erhebliche Auswirkung auf Simulationen haben und
groe Probleme bereiten. Zellulare Automaten verwenden dagegen nur exakt dar-
stellbare ganzzahlige Variablen. Zeit und Raum werden in abz

ahlbare Abschnitte
(Zellen) aufgeteilt. Auf diese Weise k

onnen die obigen Fehlerquellen vermieden
werden. Weiterere Vorteile dieser Algorithmen sind ihre groe Geschwindigkeit,
intrinsische numerische Stabilit

at, problemlose Behandlung der Randbedingun-
gen und die relativ einfachen Algorithmen, die gut auf Parallelrechnern zu im-
plementieren sind.
Der erste hydrodynamische zellulare Automat wurden von J. Hardy und
Y. Pomeau [HP72] zur Simulation einer idealisierten Fl

ussigkeit eingef

uhrt. All-
gemein sieht eine Simulation so aus, da
"
Teilchen\ sich unter Verwendung ganz
bestimmter Vorschriften auf einem r

aumlichen Gitter bewegen. Jede Zelle des Sy-
stems enth

alt einen Gitterknoten. Innerhalb eines diskreten Zeitschrittes k

onnen
sich die
"
Teilchen\ einen Gitterknoten weiterbewegen oder auch nicht. Treen
zwei
"
Teilchen\ aufeinander, so werden ihre Bewegungsmuster nach bestimmten
Regeln ge

andert. Das Entscheidende in diesen Modellen ist, da diese Bewegungs-
vorschriften und das zugrundeliegende Gitter nicht beliebig sind, sondern mathe-
matisch auf die Diskretisierung einer Dierentialgleichung zur

uckgef

uhrt werden
k

onnen. Ein einfaches Beispiel f

ur eine solche Diskretisierung ist die Laplace-
Gleichung, die das diusionsbedingte Wachstum von beispielsweise Schneeocken
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beschreibt [Wol89]. F

ur komplexere Ph

anomene gestaltet sich die Diskretisie-
rung ungleich schwerer. So wurde erst 14 Jahre nach Hardy und Pomeau ein
Automat zur Simulation der Navier-Stokes-Gleichung von U. Frisch, B. Hassla-
cher und Y. Pomeau vorgestellt [FHP86]. Dieser krankte aber leider an einigen
unphysikalischen Eigenschaften wie zum Beispiel einem statistischen Rauschen.
Erst weitere 6 Jahre sp

ater konnten diese durch Y.H. Qian, D. d'Humieres und
P. Lallemand zufriedendstellend gel

ost werden [QdL92].
"
Die grunds

atzliche Idee der zellularen Automaten ist folgende: Die Konti-
nuumsgleichung der Hydrodynamik, die Navier-Stokes-Gleichung dr

uckt im we-
sentlichen die Impulserhaltung aus. Eine mikroskopische Dynamik, die die ent-
sprechenden Erhaltungss

atze ber

ucksichtigt, wird deshalb auf die Navier-Stokes-
Gleichung f

uhren. Dabei ist es egal, ob die echte Dynamik der Molek

ule oder
die eines geeignet denierten zellularen Automaten simuliert wird\ [KK94b]. In
diesem Sinne repr

asentieren die
"
Teilchen\ eines zellularen Automaten zur Si-
mulation von Fluiden eine sehr groe Anzahl von Molek

ulen mit bestimmten
mittleren makroskopischen Eigenschaften, wie Dichte, Druck und Temperatur.
4.1 Bisherige Ans

atze und Ergebnisse
Wegen der unbestreitbaren Vorteile der zellularen Automaten bez

uglich ihrer
Implementation und Ezienz wurden zuerst von Baxter und Behringer [BB90,
BB91] und sp

ater von Herrmann et al. [FH93, PH94, PH95, VH95] und Karolyi
und Kertesz [KK94b, KK94a, KK96] zellulare Automaten zur Simulation von
granularer Materie aufgestellt. Der Ansatz dieser Automaten unterscheidet sich
aber von den oben erw

ahnten urspr

unglichen Modellen. Die
"
Teilchen\ des zel-
lularen Automaten repr

asentieren nun nicht mehr eine sehr groe Anzahl von
Molek

ulen, sondern sind von der gleichen Gr

oenordnung wie die Teilchen der
granularen Materie. Aus diesem Grund ist es zul

assig zu behaupten, da ein
"
Teilchen\ des Gittergases exakt ein Teilchen der granularen Materie modelliert.
Das spezielle Lattice-Boltzmann-Modell von E.G. Flekkoy und H.J. Herrmann
bildet in dieser Hinsicht eine Ausnahme, da dort ein
"
Teilchen\ expliziet eine
ver

anderliche kontinuierliche Dichte von granularen Teilchen simuliert [FH93].
Die Diskretisierung einer Kontinuumsbeschreibung der urspr

unglichen Modelle
ndet analog f

ur granulare Materie nicht statt. Die Regeln zur Bewegung der Teil-
chen von einer Zelle des Gitters zur anderen sind

ublicherweise an die des Auto-
maten f

ur die Navier-Stokes-Gleichung angelehnt. Allerdings hat man die Regeln
mehr oder minder beliebig (im Sinne einer Diskretisierung einer Kontinuumsbe-
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schreibung) erweitert. Der Navier-Stokes Automat erh

alt bei St

oen von Teilchen
jeweils Impuls und Energie. Zur Simulation von Gravitation und Dissipation gra-
nulare Medien verwendet man zus

atzliche Regeln, die Impuls und Energie nicht
erhalten. Diese zus

atzlichen Regeln treten nur mit gewissen Wahrscheinlichkeiten
auf. Man impliziert, da im Mittel die gew

unschten Werte der Restitutionskoef-
zienten und Gravitation erzeugt werden. Konkret sehen die zus

atzlichen Regeln
zum Beispiel so aus, da ruhende Teilchen eine Wahrscheinlichkeit haben, sich
pl

otzlich in Richtung der Gravitation zu bewegen, oder da sich bewegende Teil-
chen nach einem Sto pl

otzlich ruhen.
Mit den zellularen Automaten f

ur granulare Materie sind verschiedene Ph

ano-
mene simuliert worden, darunter Dichtewellen in R

ohren, Ausu aus Trichtern
und Sandhaufenaufsch

uttung. Vergleicht man die Ergebnisse dieser Simulationen
mit bisherigen Erkenntnissen zu bestimmten physikalischen Megr

oen, so mu
man allerdings feststellen, da die Simulationsergebnisse entweder ein falsches
Verhalten zeigen oder Gr

oen untersucht wurden, die systemspezisch waren
und keine generelle Aussagekraft besitzen. Falsche Ergebnisse sind zum Beispiel
das Prol der granularen Temperatur einer R

ohre in [KK94b], worin Minima
und Maxima vertauscht sind, oder die Dichteabh

angigkeit der granularen Tem-
peratur in [KK96], die keine eindeutige Funktion ist, sondern von verschiedenen
Fluregimen abh

angt [Sch96a, Sch96b]. K

urzlich wurde experimentell das Fre-
quenzspektrum der Dichteuktuationen beim Rohru gemessen [HIN
+
96]. Die
daraus interpretierte

Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus [PH95] ist be-
denklich. Das experimentelle Spektrum gliedert sich deutlich in zwei Bereiche,
jeweils mit und ohne Potenzgesetzverhalten. Dies zeigt die Simulation nicht.
4.2 Eindimensionale reibungsfreie R

ohre
Um die physikalische Korrektheit eines Modells best

atigen zu k

onnen, mu die-
ses zun

achst ein gesichertes Ergebnis qualitativ und quantitativ reproduzieren
k

onnen. Als eine solche gesicherte Referenz bietet sich in diesem Fall die Simula-
tion von Y. Du, H. Li und L.P. Kadano eines Ensembles von granularen Punkt-
teilchen, das sich reibungsfrei und horizontal in einer eindimensionalen R

ohre
bewegt, an [DLK95]. Die Ausgangssituation ist eine gleichm

aige Verteilung der
Teilchen in einer R

ohre der L

ange L = 1. Alle Teilchen ruhen, bis auf das

auerst
linke, das sich ganz an der Wand bendet. Es erh

alt die Geschwindigkeit eine
Einheitsl

ange pro Zeiteinheit nach rechts. Die Dynamik gestaltet sich im wei-
teren Verlauf deterministisch. Bei jedem Sto zweier Teilchen bleibt der Impuls
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erhalten und etwas Energie wird, entsprechend einem Restitutionskoezienten
, dissipiert:
v
0
1
= v
1
+ (1  )v
2
v
0
2
= (1  )v
1
+ v
2
(4.1)
Hier sind die v
0
i
die Geschwindigkeiten der Teilchen nach dem Sto und die un-
gestrichenen Geschwindigkeiten v
i
diejenigen vor dem Sto.
Das

auerst rechte Teilchen wird an der rechten Wand jeweils vollst

andig ela-
stisch reektiert. Das

auerst linke Teilchen erh

alt an der linken Wand immer
die Anfangsgeschwindigkeit v = 1. Dies ist notwendig um Energie in das System
zu pumpen, da sonst die Dynamik durch die Dissipation zum Erliegen kommen
w

urde. Die gesamte Simulation basiert nur auf den geometrischen Systemgr

oen
und der Stogleichung (4.1) f

ur punktf

ormige Teilchen. Sie wird mit einer ereig-
nisgesteuerten Molekulardynamik durchgef

uhrt und zeigt demzufolge das exakte
Verhalten in diesem idealisierten System.
In der Simulation entwickelt sich die zeitliche Dynamik so, da alle Teilchen,
bis auf das

auerst linke, gegen die rechte Wand zusammengedr

angt werden.
Sie bilden dort nach einer bestimmten anf

anglichen Transienten ein kompaktes
Cluster, das sich periodisch verd

unnt und verdichtet. Das linke Teilchen bewegt
sich st

andig und im Vergleich zum Cluster sehr schnell zwischen der Wand und
dem Cluster hin und her. Mit man den Schwerpunkt des Clusters als Funktion
der Zeit, ergibt sich die Abbildung 4.1.
4.2.1 Herk

ommliche zellulare Automaten
Will man die oben erw

ahnten herk

ommlichen zellularen Automaten anwenden,
um die Dynamik in der eindimensionalenR

ohre zu reproduzieren, so mu zun

achst
das System geeignet prepariert werden. Es sollen ganzzahlige Orte, Zeiten und
bin

are Geschwindigkeiten verwendet werden. Zu diesem Zweck wird die R

ohre in
n gleich groe Zellen der L

ange 1=n eingeteilt.N Teilchen besetzen N Zellen. Der
Rest der Zellen ist leer. Das linke Teilchen besetzt zu Beginn die erste, das heit

auerst linke Zelle. Alle Teilchen ruhen, bis auf das linke Teilchen. Es hat die
Geschwindigkeit v = +1 nach rechts. Geschwindigkeiten nach links werden ab
jetzt negativ gez

ahlt. Abbildung 4.2 zeigt exemplarisch die Anfangskonguration
f

ur ein sehr kleines System.
Betrachten wir nun in einemGedankenexperiment die Zeitentwicklung f

ur ein
System ohne Dissipation. Im ersten Zeitschritt bewegt sich das linke Teilchen eine
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Abbildung 4.1: Schwerpunkt des Clusters (x) in einer eindimensionalen R

ohre
bestimmt mit einer ereignisgesteuerten Molekulardynamik Simulation von N =
100 Teilchen analog zu [DLK95]. Das eingesetzte Bild zeigt einen Ausschnitt.
v=0
1 2 ... n
v=1 v=0 v=0
Abbildung 4.2: Exemplarisches System eines zellularen Automaten mit n = 20
und N = 4 in der Anfangskonguration.
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Zelle weiter nach rechts. Im n

achsten wieder, und so weiter. Trit das Teilchen
auf einen Nachbarn, so ndet ein Sto statt und Energie und Impuls werden
ausgetauscht. Im n

achsten Zeitschritt bleibt das linke Teilchen liegen und der
Nachbar l

auft weiter. Alle Positionen ruhender Teilchen bleiben erhalten. Es be-
wegt sich ein Quasiteilchen mit der Geschwindigkeit jvj = 1 periodisch von einer
zur anderen Wand durch das System. Dieses Szenario f

ur vollkommen elasti-
sche St

oe stimmt f

ur die Molekulardynamiksimulation und die herk

ommlichen
zellularen Automaten

uberein.
F

uhrt man nun jedoch Dissipation ein, so wird das Bild f

ur die herk

omm-
lichen zellularen Automaten unphysikalisch. Sie simulieren Dissipation, indem
bei einem Sto mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit die Energie nicht erhalten
bleibt, sondern verloren geht. Zu diesem Zweck wird eine Zufallszahl gezogen.
Dies bedeutet f

ur eine Simulation, da sich, solange kein Dissipationsereignis
eintritt, die Dynamik nicht von derjenigen ohne Dissipation unterscheidet. Die
Teilchen werden nicht als Cluster gegen die Wand gedr

angt. Da nur bin

are Ge-
schwindigkeiten verwendet werden, kann desweiteren ein Dissipationsereignis nur
bedeuten, da beide Teilchen zur Ruhe kommen, wenn sich zuvor eines bewegte
und das andere in Ruhe war. Tritt ein Dissipationsereignis ein, so kommt des-
halb die gesamte Dynamik schlagartig zum Erliegen. Problematisch ist, da mit
einem solchen Dissipationsereignis die Impulserhaltung verletzt wird. Strengge-
nommen kann also Dissipation

uberhaupt nicht simuliert werden, oder man mu
argumentieren, da ein solcher Sto den Impuls an die W

ande abgibt.
Es bleibt also festzuhalten, da die oben vorgestellten herk

ommlichen zellu-
laren Automaten nicht in der Lage sind, die einfache Dynamik in der eindimen-
sionalen R

ohre zu reproduzieren. Sie sind nur in zwei Dimensionen in der Lage
Energie unter Impulserhaltung zu dissipieren. Der Grund hierf

ur liegt in der
extremen Diskritisierung der Teilchengeschwindigkeiten. Energie kann auf diese
Weise nicht langsam, von Sto zu Sto dissipiert werden, sondern man spart so-
zusagen die dissipierte Energie auf, bis sie schlagartig vollst

andig dissipiert wird.
Viele kleine Dissipationsereignisse werden durch ein einziges groes Ereignis si-
muliert. Dies f

uhrt k

unstlich in die simulierten Systeme sehr groe Fluktuationen
ein. Kleine Fluktuationen werden vernachl

assigt.
Insgesamt darf deshalb bezweifelt werden, da die herk

ommlichen zellularen
Automaten in der Lage sind, granulare Materie physikalisch korrekt zu simulie-
ren. Ein deutliches Zeichen f

ur dieses Argument ist der schon erw

ahnte Fehler im
Prol der granularen Temperatur in einem vertikalen Rohr [KK94b]. Granulare
Temperatur, also Geschwindigkeitsunterschiede,werden in einem vertikalen Rohr
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durch St

oe mit der Wand verursacht. Im Inneren des Rohrs haben sich die Ge-
schwindigkeiten der Teilchen durch viele gegenseitige St

oe einander angepasst.
Die granulare Temperatur hat dort ein Minimum [Sch96a]. Im herk

ommlichen
zellularen Automaten besitzt dagegen die granulare Temperatur in der Rohrmit-
te ein Maximum. Dies ist die Folge des Verlustes der Angleichm

oglichkeit der
Geschwindigkeiten durch allm

ahliche Dissipation. Tritt ein Dissipationsereignis
im Automaten auf, so bleibt ein Teilchen im Strom der fallenden Teilchen liegen.
Auf diese Weise verursacht es einen zus

atzlichen Beitrag zur granularen Tempe-
ratur. Es handelt sich nun nicht um eine Anpassung, sondern um eine zus

atzliche
Fluktuation der Geschwindigkeiten.
4.3 Stochastischer Automat mit kontinuierlichen
Geschwindigkeiten
Um zus

atzliche Fluktuationen durch Dissipationsereignisse zu vermeiden, ist es
notwendig, einen neuen zellularen Automaten zu konstruieren, der kontinuierli-
che Geschwindigkeiten beinhaltet und deshalb Dissipation exakt behandeln kann.
Mit kontinuierlichen Geschwindigkeiten ist es m

oglich, in einem Sto zweier Teil-
chen nur wenig Energie zu dissipieren. Gegen

uber den herk

ommlichenAutomaten
werden so zus

atzliche Fluktuationen der Geschwindigkeiten vermieden. Nach ei-
nem Sto ergeben sich die Geschwindigkeiten der Teilchen v
0
i
vollkommen analog
zur Molekulardynamik aus den Gleichungen (4.1).
F

ur das Problem der eindimensionalen R

ohre bietet es sich an, die R

ohre
so in n Zellen zu unterteilen, da die L

ange einer Zelle dem Durchmesser eines
granularen Teilchens entspricht. Eine Zelle kann folglich nur von einem Teilchen
besetzt werden. Die Anfangskonguration entspricht der Abbildung 4.2 und dem
linken Teilchen wird an der linken Wand immer die Geschwindigkeit v = +1
erteilt.
In diesem neuen Modell ist die Geschwindigkeit eines Teilchens eine reelle
Gr

oe. Sie kann alle Werte aus dem Intervall [ 1 : +1] annehmen. Die elementa-
re Zeiteinheit, die das linke Teilchen braucht, um mit der maximalen Geschwin-
digkeit v = +1 nach rechts, die gesamte R

ohre zu durchlaufen, wird ebenfalls in
n Zeitschritte unterteilt. Auf diese Weise wird der Zeitschritt dt deniert. Ein
Teilchen mit der Geschwindigkeit jvj = 1 l

auft demzufolge in einem Zeitschritt
der L

ange dt = 1=n genau eine Zelle weiter.
In einem zellularen Automaten kann sich ein Teilchen in einem Zeitschritt
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immer nur eine ganzzahlige Anzahl von Zellen weiterbewegen. Um Geschwindig-
keiten zu ber

ucksichtigen, die kleiner als die maximale Geschwindigkeit jvj = 1
sind, ist es deshalb notwendig eine stochastische Komponente in das Modell ein-
zuf

uhren. Dazu wird in jedem Zeitschritt f

ur jedes Teichen eine gleichverteilte
Zufallszahl  aus dem Intervall [0; 1[ gezogen. Das Teilchen h

upft eine Zelle wei-
ter, wenn
 < jvj (4.2)
erf

ullt ist. Auf diese Weise wird sich ein Teilchen im Mittel in n Zeitschritten
genau jvj Zellen weiterbewegen.
4.3.1 Dynamik des Automaten
Ein entscheidender Faktor f

ur zellulare Automaten ist der Ablauf der Dynamik
der Teilchen innerhalb eines Zeitschrittes. Man unterscheidet grunds

atzlich drei
Arten von Dynamiken, parallele, sequentielle und zuf

allige. Die Unterscheidung
basiert auf der Reihenfolge, in der sich die Teilchen bewegen. Parallel bedeutet,
alle Teilchen bewegen sich gleichzeitig. Sequentiell bedeutet, sie bewegen sich
nacheinander in einer bestimmten Reihenfolge. Zuf

allig heit, da in jedem Zeit-
schritt N -mal eines der Teilchen zuf

allig ausgew

ahlt wird. Da die Bewegungen
der granularen Teilchen in der R

ohre vollkommen deterministisch sind und alle
Teilchen sich gleichzeitig bewegen, ist es sinnvoll f

ur den neuen stochastischen
Automaten mit kontinuierlichen Geschwindigkeiten eine parallele Dynamik zu
verwenden. Ein weiterer Hinweis auf die Verwendung einer parallelen Dynamik
sind die oftmals in der Literatur beschriebenen

Ahnlichkeiten zwischen granula-
rem Flu in Rohren und Straenverkehr [WSB96]. Nagel und Schreckenberg ist
es erfolgreich gelungen einen zellularen Automaten zur Simulation von Verkehr
zu entwickeln [NS92, SSN96]. Dieser Automat verwendet ebenfalls eine parallele
Dynamik.
Ein weiterer wichtiger Punkt f

ur die Dynamik des Automaten ist ihr zeitlicher
Ablauf. Grunds

atzlich l

at sich ein Zeitschritt in zwei verschiedene Teilschrit-
te unterteilen. Ein Teilschritt ist die Neuberechnung der Geschwindigkeiten der
Teilchen und der andere Teilschritt die Bewegung der Teilchen. Die Reihenfolge
dieser beiden Punkte ist von wesentlicher Bedeutung und ihre jeweiligen Details
h

angen von dieser Reihenfolge ab.
Es ist m

oglich, als ersten Teilschritt eine Bewegung der Teilchen entsprechend
der obigen stochastischen H

upfvorschrift auszuf

uhren. Alle Versuche eines Teil-
chens, eine schon besetzte Zelle zu okupieren, k

onnen dann als St

oe interpretiert
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werden. Ebenso verh

alt es sich mit zwei Teilchen, die gleichzeitig eine freie Zelle
besetzen wollen. In solchen F

allen kann die Bewegung nicht, oder nur von einem
Teilchen ausgef

uhrt werden. Um trotzdem die mittlere Geschwindigkeit eines
Teilchens zu erhalten, mu die Bewegung zu einem sp

ateren Zeitpunkt nachge-
holt werden. Zu diesem Zweck ist es sinnvoll einen ganzzahligen Z

ahler f

ur jedes
Teilchen mitzuf

uhren, der angibt, wieviele Zellen ein Teilchen noch weiterh

upfen
mu. Im zweiten Teilschritt der Dynamik sind f

ur die im ersten Teilschritt ermit-
telten St

oe die neuen Geschwindigkeiten entsprechend der Stogleichung (4.1)
zu berechnen. Diese Reihenfolge der parallelen Dynamik sei ab hier mit Regel 1
bezeichnet.
Es besteht als zweite M

oglichkeit einer parallelen Dynamik, die Bewegungen
und Stoberechnungen in umgekehrter Reihenfolge zu behandeln. Dies ist

ahn-
lich im Nagel-Schreckenberg-Modell der Fall. Im ersten Teilschritt werden aus
den Positionen und Geschwindigkeiten aller Teilchen-Nachbarpaare die Zeiten bis
zu einer eventuellen Kollision ermittelt. Alle Kollisionszeiten, die kleiner als die
L

ange des Zeitschrittes dt sind, bedeuten einen Sto im momentanen Zeitschritt.
Diese St

oe werden in Reihenfolge der k

urzesten Kollisionszeiten berechnet. Im
zweiten Teilschritt bewegt man alle Teilchen entsprechend der stochastischen
H

upfvorschrift. Ist eine gewollte Bewegung nicht m

oglich, weil ein Nachbarteil-
chen diese verhindert, so erh

oht man hier ebenfalls einen ganzzahligen Z

ahler des
Teilchens, der besagt, da das Teilchen im folgenden Zeitschritt weiterh

upfen soll.
Diese Reihenfolge der parallelen Dynamik sei ab hier mit Regel 2 bezeichnet.
Die Parallelit

at der Dynamik des Automaten l

at sich in jedem Fall nicht
perfekt realisieren. Problematisch sind in dieser Hinsicht St

oe mit drei Teil-
chen. Diese lassen sich algorithmisch in einem zellularen Automat nur als Folge
von zwei aufeinanderfolgenden Zweiteilchenst

oen umsetzen. Die algorithmischen
Vorteile eines zellularen Automaten basieren zum gr

oten Teil auf der Tatsache,
da nur benachbarte Zellen wechselwirken. Zur parallelen Behandlung von Drei-
teilchenst

oen m

uten aber

ubern

achste Nachbarn ber

ucksichtigt werden.
Physikalisch gesehen ist die Behandlung eines Dreiteilchenstoes als Folge
zweier Zweiteilchenst

oe eine realistische Vorgehensweise. Die Wahrscheinlichkeit
eines zeitgleichen Stoes dreier Teilchen bei beliebigen kontinuierlichen Relativ-
geschwindigkeiten ist klein, da w

ahrend der nur kurzen Kollisionsdauer zweier
Teilchen, das dritte Teilchen hinzustoen mu.
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4.3.2 Simulationsergebnisse
Verwirklicht man den hier beschriebenen stochastischen zellularen Automaten
mit kontinuierlichen Geschwindigkeiten mit beiden zuvor geschilderten Regeln
und f

uhrt eine Simulation der granularen Teilchen in der eindimensionalen R

ohre
durch, so erh

alt man als Ergebnis die Abbildung 4.3. Es werden jeweils die
Zeitentwicklungen einer ereignisgesteuerten Molekulardynamik mit ausgedehn-
ten Teilchen und des zellularen Automaten mit beiden verschiedenen Regeln
dargestellt. In allen Simulationen war der Teilchendurchmesser als ein Zehntau-
sendstel der Rohrl

ange festgesetzt worden.
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Abbildung 4.3: Schwerpunkt des Clusters (x) in der Simulation von N = 100 aus-
gedehnten Teilchen in der reibungsfreien R

ohre f

ur Molekulardynamik (durch-
gezogene Kurve) und f

ur den neuen stochastischen zellularen Automaten mit
kontinuierlichen Geschwindigkeiten mit n = 10000 f

ur Regel 2 (gestrichelte Kur-
ve) und Regel 1 (gepunktete Kurve). Das eingesetzte Bild zeigt einen Ausschnitt.
Man erkennt zun

achst, da sich das Ergebnis der Molekulardynamik nicht we-
sentlich gegen

uber der Simulation von Punktteilchen (Abbildung 4.1) ge

andert
hat. Der einzige bemerkenswerte Unterschied ist der Grenzwert des Schwerpunk-
tes x. Dieser ist nun nicht mehr die rechte Wand (x = 1), sondern er wur-
de um die H

alfte der L

ange des Clusters bei gr

oter Kompaktivit

at verk

urzt
[x = 1  (N   1)=(2n) = 0:99505].
Vergleicht man die Kurven f

ur die Molekulardynamik und den zellularen Au-
tomaten, so f

allt sofort die hervoragende

Ubereinstimmung auf. Alle Kurven
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sind praktisch identisch bis zum ersten Maximum. Erst nach diesem Maximum
bleibt die Entwicklung im zellularen Automaten leicht hinter der der Moleku-
lardynamik zur

uck. Ansonsten werden ebenso zwei

Uberschwinger produziert,
bis schlielich ein station

arer Zustand erreicht wird. Der station

are Zustand ist
in beiden Modellen unterschiedlich. Die Molekulardynamik zeigt eine Oszillati-
on mit konstanter Periode. Der zellulare Automat einen konstanten Wert des
Schwerpunktes.
Der Grund f

ur die Unterschiede in beiden Modellen liegt in ihrem Verhal-
ten bei sehr groen Dichten begr

undet. Wenn das Cluster nahe der Wand stark
verdichtet ist, so kommt es in der ereignisgesteuerten Molekulardynamik zum
bereits geschilderten Zenon-Eekt [Sch96a]. Die ereignisgesteuerte Molekulardy-
namik ist nicht in der Lage multiple langanhaltende Kontakte zu simulieren.
Stattdessen kommt es in

auerst kurzen Zeitabst

anden zu einer groen Anzahl
von St

oen in denen sehr viel Energie dissipiert wird. Die Teilchen des Clusters
behalten aber immer eine Relativbewegung, so da sie und ihr Schwerpunkt nie-
mals eine Ruhelage einnehmen.
Im neuen zellularen Automat verhalten sich die Teilchen in Richtung des
anderen Extrems. Ist das Cluster sehr kompakt, so ist die relativ grobe Diskreti-
sierung des Ortes nicht mehr in der Lage, kleine Relativbewegungen aufzul

osen.
Erw

unschte Bewegungen von einer Zelle zur anderen werden immer wieder von
Nachbarteilchen verhindert. Sie m

ussen sp

ater erfolgen. Aus diesem Grund blei-
ben die Kurven des zellularen Automaten nach der ersten Verdichtung zun

achst
hinter der Kurve der Molekulardynamik zur

uck. Im weiteren Verlauf der Simu-
lation wird das Cluster schlielich so dicht, da es kompakt an der Wand liegt
und eine Oszillation im station

aren Zustand nicht zu sehen ist. Eine Expansion
des kompakten Clusters wird in diesem Zustand jeweils so lange unterdr

uckt,
bis das schnelle linke Teilchen wieder von der linken Wand zur

uckkommt und
einen erneuten Impuls in Richtung der rechten Wand erteilt. Man kann dieses
Verhalten als eine vergr

oerte Tr

agheit des zellularen Automaten verstehen, die
realen Systemen nicht zu eigen ist. Ein reales kompaktes Cluster mit langanhal-
tenden Kontakten der Teilchen

ubertr

agt einen eintreenden Impuls mit einer
Geschwindigkeit in der Gr

oenordnung der Schallgeschwindigkeit vom ersten bis
zum letzten Teilchen. Im zellularen Automaten kann dagegen der Impuls laut
Denition in einem Zeitschritt nur jeweils ein Teilchen weitergegeben werden.
Mit Regel 1 ist diese Impuls

ubertragung sogar noch langsamer, da das Teilchen,
das den Impuls tr

agt, nur entsprechend einer Zufallszahl bewegt wird. Erst eine
gew

unschte Bewegung bedeutet in Regel 1 im Gegensatz zu Regel 2 eine Im-
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puls

ubertragung. Aus diesem Grund zeigt sich die Kurve des Schwerpunktes f

ur
Regel 1 noch tr

ager als die f

ur Regel 2.
An dieser Stelle mu daran erinnert werden, da die Molekulardynamiksi-
mulation ein idealisiertes System repr

asentiert. Das Verhalten in einem realen
granularen System ist nicht eindeutig. Die Physik im Grenzbereich des

Uber-
gangs zwischen Zweiteilchenst

oen, auf die eine Separation der Teilchen erfolgt,
und St

oen, nach denen die Teilchen aneinander haften, ist noch vollst

andig un-
klar (siehe Kapitel 1). In diesem Grenzbereich spielen sehr viele experimentell
schwer kontrollierbare Ph

anomene wie Adh

asion, Koh

asion oder Schmierung eine
Rolle. Verdichtete reale Teilchen werden sich im allgemeinen wahrscheinlich so
verhalten, da zun

achst eine Folge von St

oen ausgef

uhrt wird, bis sie schlielich
aneinander haften. Der station

are Zustand einer realen eindimensionalen R

ohre
wird deshalb m

oglicherweise so aussehen, da das Cluster in kompakte kleinere
partielle Cluster zerf

allt und diese miteinander stoen. Ob daraus eine periodi-
sche Oszillation des Schwerpunktes entstehen kann, ist unklar.
Festzuhalten bleibt deshalb, da die Molekulardynamiksimulation und der
stochastische zellulare Automat mit kontinuierlichen Geschwindigkeiten f

ur ver-
d

unnte Systeme das gleiche Verhalten zeigen und f

ur verdichtete Systeme zwei
entgegengesetzte Grenzf

alle des realen physikalischen Verhaltens simulieren. Die
Schwerpunktskurve eines realen Systems wird irgendwo zwischen den Kurven in
Abbildung 4.3 zu nden sein. Von diesem Gesichtspunkt aus betrachtet, ist der
station

are Zustand im zellularen Automaten genauso physikalisch wie der der
Molekulardynamik, oder pr

aziser, zumindest eine genauso gute N

aherung des
realen Verhaltens. Zusammenfassend darf gesagt werden, da das neue Modell
des stochastischen zellularen Automaten mit kontinuierlichen Geschwindigkeiten
die Physik eines Systems von granularen Teilchen sehr gut simulieren kann. Die
herk

ommlichen zellularen Automaten sind dazu nicht in der Lage.
An dieser Stelle m

ochte ich auf die, sich im FachbereichMathematik in Arbeit
bendende, Diplomarbeit von Daniel Volk hinweisen. In ihr werden die Unter-
suchungen dieses neuen Modells weitergef

uhrt. Unter anderem wird man dort
zum Beispiel die Auswirkungen einer ver

anderten Dynamik des Automaten oder
die Folgen einer Diskretisierung der Geschwindigkeiten studieren k

onnen. Letz-
tere f

uhrt selbst f

ur sehr viele m

ogliche Geschwindigkeiten unweigerlich auf eine
mangelhafte Dissipation im Bereich kleiner Geschwindigkeiten.
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4.3.3 Verbesserungen und Erweiterungen
Die G

ute der Simulation des neuen zellularen Automaten ist stark mit der Diskre-
tisierung verkn

upft. Je grober die Diskretisierung von Zeit und Raum ist, desto
ungenauer wird das Ergebnis. Verwendetman in der eindimensionalen R

ohre zum
Beispiel eine zehn mal grobere Diskretisierung mit zehn mal gr

oeren Teilchen,
so ist die

Ubereinstimmung zwischen Molekulardynamik und zellularem Auto-
mat schlechter. Das heit, die Kurven liegen nicht mehr so gut

ubereinander wie
in Abbildung 4.3, zeigen qualitativ aber immer noch das gleiche Verhalten.
Es liegt nat

urlich nahe, die Diskretisierung des Ortsraumes in der Gr

oe der
Teilchen zu w

ahlen. Trotzdem wird prinzipiell eine feinere Diskretisierung zu ge-
naueren Ergebnissen f

uhren. Gleichzeitig bedeutet eine feinere Diskretisierung
aber ebenfalls eine l

angere Rechenzeit. Beide Gr

oen sind direkt proportional
zueinander. Eine Halbierung der Zellenl

ange bewirkt eine Verdoppelung der Re-
chenzeit, da ein Teilchen genau doppelt so viele Zeitschritte durchlaufen mu,
um die gleiche Strecke zu absolvieren. Um ein m

oglichst genaues Ergebnis zu
erhalten, sollte man die n

otige Rechenzeit f

ur eine Simulation absch

atzen und
anschlieend eine m

oglichst kleine Diskretisierung w

ahlen.
Die Wahl der Zellengr

oe entsprechend der Teilchengr

oe stellt f

ur die Dis-
kretisierung nur eine obere Schranke dar. Gr

oer als ein Teilchendurchmesser
darf eine Zelle nicht sein, weil man die Teilchen dicht packen k

onnen soll. Eine
grobere Diskritisierung mit mehreren Teilchen pro Zelle ist unbrauchbar, da man
in diesem Fall die Zahl der Teilchen in den Zellen variabel halten mu. Auer-
dem h

atte die Wechselwirkung der Teilchen innerhalb der Zelle auf irgendeine
unklare Weise Ber

ucksichtigung zu nden. Eine kleinere Zellengr

oe als die Teil-
chengr

oe ist dagegen denkbar. Man kann die Zellengr

oe so w

ahlen, da ein
Teilchen (1; 2; 3; : : : l  n) Zellen einnimmt. In einem Zeitschritt kann dann ein
Teilchen nur einen Bruchteil seines Durchmessers zur

ucklegen.
Ein weiterer Vorteil einer solchen feineren Diskretisierung ist, neben der
erh

ohten Genauigkeit, die M

oglichkeit zur Simulation von polydispersen Syste-
men. Zu diesen Zweck kann man Teilchen denieren, die eine unterschiedliche
Anzahl von Zellen einnehmen. Da unterschiedlich groe Teilchen auch unter-
schiedliche Massen haben, w

are dies zus

atzlich in der Stogleichung (4.1) zu
ber

ucksichtigen.
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4.3.3.1 Zwei Dimensionen
Eine Erweiterung des Modells auf zwei Dimensionen ist durchf

uhrbar. Allerdings
gibt es dabei einige Punkte zu beachten. Zun

achst einmal sollte ein Dreiecksgitter
verwendet werden, da Scheiben in der dichtesten Packung in dieser Form ange-
ordnet sind. Die Teilchen benden sich dann auf den Knoten des Gitters und
haben einen Durchmesser, der dem Gitterabstand entspricht. Ihre Ausdehnung
f

uhrt dazu, da die St

oe in der Regel nicht mehr gerade sondern schief sind.
Auerdem wird die Berechnungen der Kollisionszeiten f

ur Regel 2 und die De-
nition eines Stoes in Regel 1 komplizierter. Ersteres ist mit bekannten Methoden
f

ur ereignisgesteuerte Molekulardynamiksimulationen zu verwirklichen. Die Ver-
wendung von Regel 1 wird einen deutlichen Geschwindigkeitsvorteil erbringen, da
eine komplizierte Berechnung aller Kollisionszeiten und deren Sortierung entf

allt.
Beim Auftreten von schiefen St

oen stellt sich die Frage nach dem Rotati-
onsfreiheitsgrad der Teilchen. Man hat zwei M

oglichkeiten. Entweder man ver-
nachl

assigt wie bei anderen Methoden die Rotation, was wiederum zum Verlust
wichtiger Eekte f

uhren kann, oder man f

uhrt die Rotationsgeschwindigkeit als
eine zus

atzliche Variable der Teilchen ein. In diesem Fall mu man m

ogliche
Frustrationen in dichten Packungen ber

ucksichtigen.
Schiefe St

oe und Dissipation f

uhren dazu, da die Geschwindigkeitsvektoren
der Teilchen nach einem Sto nicht mehr in eine der drei Raumrichtungen des
Gitters zeigen. Die Abbildung 4.4a) verdeutlicht dieses Problem. Um die Raum-
i
a) b)
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Abbildung 4.4: a) Zwei Teilchen in zwei Dimensionen stoen schief. Die Pfeile
symbolisieren die Geschwindigkeitsvektoren. b) Ein Geschwindigkeitsvektor nach
dem Sto liegt auerhalb der Raumrichtungen des Gitters.
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richtungen des Gitters f

ur die Bewegungen der Teilchen beizubehalten, ist es
notwendig, eine weitere stochastische Komponente in das Modell einzuf

uhren:
Der Geschwindigkeitsvektor nach dem Sto bendet sich um einen Winkel  ge-
gen

uber einer der beiden einschlieenden Gitterrichtungen gedreht [Abbildung
4.4b)]. Man klappt nun nach jedem Sto den Geschwindigkeitsvektor mit einer
Wahrscheinlichkeit w

auf diese Gitterrichtung und mit der Wahrscheinlichkeit
1   w

auf die andere benachbarte Gitterrichtung. Die Wahrscheinlichkeit w

ergibt sich zu:
w

=
=3   
=3
: (4.3)
Im Mittel bleiben so die Bewegungsrichtungen der Teilchen erhalten.
Abschlieend kann festgestellt werden, da unter Ber

ucksichtigung der hier
genannten Punkte zur Erweiterung des Modells eine eektive Simulation von
zweidimensionalen Systemen durchzuf

uhren sein wird. Insbesondere der Zenon-
Eekt der ereignisgesteuerten Molekulardynamik kann vermieden werden, ohne
auf die weitaus langsamere zeitschrittgetriebene Molekulardynamik zur

uckzu-
greifen. Es wird insbesondere m

oglich sein, Systeme mit Zonen unterschiedlich-
ster Dichte schnell und eektiv mit allen Vorteilen eines zellularen Automatens
zu simulieren.
Kapitel 5
Granularer Flu mit
interstitiellem Fluid
Granularer Flu in R

ohren ist ein h

aug vorkommendes Problem in der industri-
ellen Verarbeitung von granularer Materie. Eine Vielzahl von Granulaten, von
feinstem Mehl bis zum gr

obsten Erz wird nicht mit Flieb

andern sondern durch
Rohre transportiert. Das interstitielle Fluid, das das Granulat umgibt, kann da-
bei eine wichtige Rolle spielen. Stark koh

asive Pulver lassen sich zum Beispiel oft
nur dadurch transportieren, da man sie in einem starken Luftstrom verwirbelt.
Diese Technik nennt man pneumatische F

orderung [Kon86]. In anderen F

allen
k

onnen granulare Bestandteile unerw

unschte Beimengungen eines Fluids sein. Sie
wirken sich auf das Flieverhalten von beispielsweise Abw

assern aus. Es kommt
zu Pfropfenbildungen oder Sedimentationen, die in der Regel unerw

unscht sind.
Ein Spezialfall granularen Flusses ist der vertikale Fall von nicht koh

asiver
granularer Materie durch ein Rohr unter Gravitationseinu. Dieses Problem
wurde bereits mit Hilfe verschiedener Modelle untersucht [Bab92, SA92, Lee94,
P

os94, PH94, Sch96a]. Es zeigten sich verschiedene Ph

anomene, die ebenfalls in
Experimenten beobachtet wurden [NL80, RHH95].
In allen theoretischen und experimentellen Untersuchungen trat Propfenbil-
dung auf. Dieses Ph

anomen beruht auf der dissipationsbedingten strukturellen
Instabilit

at jeder Dynamik granularer Materie. Die Entstehung und Eigenschaf-
ten der Propfen beim Rohru h

angen dabei nicht nur von den Materialeigen-
schaften sondern ebenfalls weitgehend von der Geometrie und der Gr

oe des Mas-
senues ab. In ausreichend langen Rohren entstehen Dichtewellen, das heit, da
sich Propfen mit hoher Dichte und verd

unnte Regionen abwechseln. Die Propfen
sind dabei stark korreliert, was zu sehr groen charakteristischen L

angenskalen
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f

uhren kann. Diese sind ein entscheidendes Problem bei der Verwendung von
periodischen Randbedingungen in Simulationen.
In breiteren Rohren kann beobachtet werden, da gegen

uber der Propfenbil-
dung ein anderes Ph

anomen dominiert, der sogenannte Plug Flow. Dabei wird
beobachtet, da sich durch Wandst

oe ein Bereich mit groen Relativgeschwin-
digkeiten und niedriger Dichte neben den W

anden bildet. Zur Rohrmitte hin
verdichtet sich das System durch dissipative K

uhlung. Insgesamt f

uhrt das zu
einem Pock (englisch: Plug) in der Mitte, dessen granulare Temperatur nahezu
Null ist, und der mit sehr groer Geschwindigkeit f

allt [Sch96a].
Die bisherigen Simulationen, die die obigen Ph

anomene reproduzieren konn-
ten, haben alle den Einu des interstitiellen Fluids vernachl

aigt, also granulare
Materie in einem evakuiertemRohr beschrieben. Experimentelle Untersuchungen
von H. Herrmann et al. [RHH95] zeigen aber, da der Einu von Luft durchaus
eine Rolle spielt.

Ahnliches ist in einer Sanduhr zu beobachten, die im Besitz
von Prof. Dietrich Wolf ist. Die beiden Kammern dieser Sanduhr sind mit einem
zus

atzlichen Rohr verbunden. Durch dieses Rohr kann Luft iessen, um einen
Druckausgleich zwischen den beiden Kammern herbeizuf

uhren. Es l

at sich mit
einem Hahn verschliessen. Im ge

oneten Zustand ist ein ruhiger gleichm

aiger
Flu des Sandes aus der oberen in die untere Kammer zu beobachten. Schliet
man den Hahn, so wird der Flu des Sandes unruhig und langsamer. Er beginnt
zu
"
ackern\. Dies ist oensichtlich auf den Luftstrom zur

uckzuf

uhren, der dem
Sand von unten nach oben entgegeniet. In der Literatur wurde dieses Ph

ano-
men ebenfalls schon beschrieben [WMH
+
93, MSHV95]. Generell gilt, da sich
der Einu des Fluids verst

arkt, je gr

oer die Viskosit

at ist.
5.1 Ergebnisse der Hydrodynamik
Von Seiten der Hydrodynamik sind im wesentlichen Probleme mit statischen
Randbedingungen untersucht worden, also der Fluidu in einer bestimmten
Geometrie, zum Beispiel um einen starren Zylinder. Allgemeinen kann f

ur die zu
diskutierenden Probleme angenommen werden, da das Fluid inkompressibel ist
und die Kontinuit

atsgleichung
@
@t
+
~
r (
f
~v
f
) = 0 sich somit auf
~
r~v
f
= 0 (5.1)
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reduziert. Hierbei ist ~v
f
das Geschwindigkeitfeld und 
f
die Dichte des Fluids.
Der Fluidu wird durch die Navier-Stokes-Gleichung
@~v
f
@t
+

~v
f
~
r

~v
f
=  
1

f
~
rp+


f
r
2
~v
f
(5.2)
beschrieben. Dabei ist p der Druck. Die Gr

oen Dichte 
f
, Viskosit

at , charak-
teristische L

angenausdehnung d und charakteristische Geschwindigkeit v gehen
in die Reynoldszahl R
e
= vd
f
= ein, die die jeweilige Str

omung charakterisiert.
Die Navier-Stokes-Gleichung kann analytisch nur in wenigen Spezialf

allen
gel

ost werden. Deshalb werden numerische Verfahren verwendet, die entweder
die Dierentialgleichung bei gegebenen Randbedingungen l

ost [PTVF92] oder
mit Hilfe von Zellular-Automat-Modellen das Problem als Gittergas behandeln
[FHP86, QdL92]. Die Navier-Stokes-Gleichung (5.2) ist prinzipiell nur von der
Reynoldszahl und den Randbedingungen abh

angig.
Fliet granulare Materie (d  1mm ; v  1m=sec) durch ein luftgef

ulltes
Rohr (
f
= 1:3 kg=m
3
;  = 0:0181 kg=(msec)), so erh

alt man eine Reynoldszahl
von R
e
 0:072. F

ur kleine Reynoldszahlen R
e
< 1 kann die Tr

agheit des Fluids
vernachl

assigt werden und das Problem l

at sich durch die Stokes Gleichung
1

~
rp = r
2
~v
f
(5.3)
beschreiben. Man spricht von einem laminaren Flu. Die L

osung dieser Glei-
chung gestaltet sich einfacher als die der Navier-Stokes-Gleichung, ist aber schon
f

ur kompliziertere Probleme, mit mehreren kugelf

ormigen Teilchen nicht mehr
m

oglich. F

ur den einfachen Fall einer einzelnen fallenden Kugel in einem unbe-
grenzten Fluid ergibt sich die Kraft auf die Kugel als
~
F
0
=  6r~v
p
; (5.4)
wobei r und ~v
p
Radius und Geschwindigkeit der Kugel sind. Die Gleichung be-
schreibt die sogenannte Stokesche Reibung. Experimente haben dieses Ergebnis
f

ur Reynoldszahlen R
e
 1 best

atigt.
Kommen weitere Kugeln oder Begrenzungs

achen ins Spiel, so ergeben sich
verschiedene problemabh

angige Korrekturen zu
~
F
0
. Diese Korrekturen h

angen
im wesentlichen von den geometrischen Faktoren wie Abst

anden und L

angenaus-
dehnungen ab. Die Erkenntnisse f

ur verschiedenste Geometrien sind von J.A.C.
Humphrey und H.Murata [HM92], J. Happel und H. Brenner [HB83] und S.L. Soo
[Soo67] zusammengefat. Die qualitativen Merkmale entsprechender Systeme
werden im Folgenden aufgelistet:
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1. Zwei oder mehrere gleich groe Kugeln, die gleichzeitig durch ein unbe-
grenztes Fluid fallen, erfahren eine Kraft
~
F >
~
F
0
, da heit, sie fallen lang-
samer als ein einzelnes. Die Kugeln rotieren, wenn sie nicht alle senkrecht
hintereinander fallen. Es existiert in dem Sinne keine expliziete hydrody-
namische Wechselwirkung zwischen den Kugeln, als da alle relativen Po-
sitionen erhalten bleiben und alle Kugeln senkrecht fallen. Allgemein gilt,
da solche hydrodynamische Wechselwirkungen grunds

atzlich erst durch
Tr

agheitseekte des Fluids bei gr

oeren Reynoldszahlen existieren.
2. F

allt eine einzelne Kugel durch ein zylindrisches Rohr wie in Abbildung
(5.1), so ist die Kraft
~
F >
~
F
0
. Auerhalb der Rohrmitte rotiert die Kugel.
Die Rotations- und Fallgeschwindigkeit sind unabh

angig voneinander. Die
Fallgeschwindigkeit h

angt von der Exzentrizit

at e der Kugel ab. Die Ex-
zentrizit

at gibt an, wie weit die Kugel auerhalb der Rohrmitte f

allt und
ist deniert als
e =
b
R   r
; 0  e  1 : (5.5)
F

ur Kugeln nahe der Rohrwand (e  1) ergibt sich eine gr

oere Fallge-
schwindigkeit gegen

uber Kugeln in der Rohrmitte (e = 0). Wechselwir-
kungen mit der Wand werden nicht beobachetet, so da auch diese Kugel
senkrecht f

allt. Die Exzentrizit

at bleibt also konstant. Die Rotation hat ei-
ne entgegengesetzte Richtung zu der des Rollens mit Kontakt an der Wand.
Bei welchem Abstand zur Wand sich diese Rotationsrichtung umkehrt ist
ein interessantes ungekl

artes Problem [HM92].
3. Fallen mehrere gleich groe Kugeln in einem Rohr, so wird das Verhalten
komplizierter. Analog zu unbegrenzten Fluiden fallen die Kugeln langsa-
mer als eine einzelne Kugel, wenn sie sich senkrecht hintereinander bewe-
gen. Besitzen die Kugeln aber verschiedene Exzentrizit

aten, so fallen sie
unterschiedlich schnell. Bei laminarer Str

omung kann, wie gesagt, keine
hydrodynamische Wechselwirkung existieren. Trotzdem scheinen die Ku-
geln sich gegenseitig zu beeinuen. Es wurde zum Beispiel von Humphrey
und Murata f

ur zwei Kugeln beobachtet, da sie sich spiralf

ormig um die
Rohrmitte abw

arts bewegten, wobei die untere Kugel manchmal gebremst
wurde, so da sie von der anderen Kugel

uberholt wurde [HM92].
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Abbildung 5.1: Denition der Geometrie f

ur eine fallende Kugel in einem Rohr
mit viskosem Fluid.
5.2 Bisherige Ans

atze
Die Suche nach L

osungen der Navier-Stokes-Gleichung ist ein weites Feld, das
ausf

uhrlich von Hydrodynamikern bearbeitet wird. In der Regel handelt es sich
dabei um Probleme mit festen Randbedingungen. Man denke in diesem Zusam-
menhang an technische Anwendungen, wie Luftwiderstandsoptimierungen oder
Prolberechnungen von Schisr

umpfen. Zu solchen Zwecken werden im wesent-
lichen zwei verschiedene Ans

atze zur L

osung der Navier-Stokes-Gleichung bei
kleinen Reynoldszahlen verfolgt. Das

altere Verfahren ist die Methode der arti-
ziellen Kompressibilit

at. Hierbei werden herk

omliche Algorithmen zur L

osung
von Dierentialgleichungen genutzt, um mit Hilfe einer k

unstlich eingef

uhrten
Kompressibilit

at, eine Entwicklung des Systems in einen station

aren Zustand zu
simulieren [Cho67]. Die neuere Methode sind zellulare Automaten, die in Kapitel
4 behandelt wurden [FHP86, QdL92].
Granularer Flu durch ein uidgef

ulltes Rohr ist, vom hydrodynamischen
Standpunkt aus gesehen, nicht nur ein Problem mit variablen Randbedingun-
gen (R

ander der sich bewegenden Teilchen), sondern es handelt sich zus

atzlich
um ein r

uckgekoppeltes Problem. Die hydrodynamischen Kr

afte ver

andern die
Bewegung der Teilchen und damit ihre eigenen Randbedingungen.
Die bisherigen Ans

atze f

ur Modelle, die sowohl den Flu der granularen Mate-
134 5. Granularer Flu mit interstitiellem Fluid
rie als auch den des umgebenden Fluids in einem Vielteilchensystem ber

ucksich-
tigen, haben in der Regel versucht, die hydrodynamischen Gleichungen f

ur das
Fluid zu l

osen, und das Ergebnis an eine Beschreibung der Teilchenbewegung
gekoppelt. Eine kurze Zusammenfassung und Beschreibung der verschiedenen
Verfahren mit Referenzen ndet sich bei S. Schwarzer [Sch95]. In dieser Arbeit
schl

agt er ein Modell zur L

osung dieses komplexen Problems vor und zeigt Ergeb-
nisse aus Simulationen zur Sedimentation von Teilchen. Sein Modell verwendet
f

ur die Bewegung der Teilchen eine zeitschrittgetriebene Molekulardynamik, die
in Kapitel 3 vorgestellt wurde, und der Flu des Fluids wird in jedem Zeitschritt
durch ein numerisches Verfahren zur L

osung der dierentiellen Navier-Stokes-
Gleichung auf einem Quadratgitter berechnet. Dieses Verfahren verwendet neben
den

ublichen Feldern f

ur die Geschwindigkeit und den Druck des Fluids jeweils
ein weiteres Feld f

ur den Volumenbruchteil, den das Fluid in einer Gitterzelle
einnimmt, und f

ur die r

uckwirkende Kraft der Teilchen auf das Fluid. Nach ei-
gener Aussage ben

otigt der von S. Schwarzer entwickelte Algorithmus gegen

uber
einer herk

ommlichen zeitschrittgetriebenen Molekulardynamik ohne Fluid eine
20-mal l

angere Rechenzeit.
Ein weiterer Ansatz f

ur Simulationen von Sand-Fluid-Gemischen stammt von
A.J.C. Ladd [Lad93, Lad94a, Lad94b, Lad95]. Er verwendet ebenfalls f

ur die Teil-
chenbewegung eine herk

ommliche zeitschrittgetriebene Molekulardynamik. Die
Str

omung des Fluids berechnet er allerdings mit dem anderen

ublichen Modell
f

ur Fluide, dem zellularen Automaten.
5.3 Kontinuit

atsmodell
Als Erkl

arung f

ur das imAbschnitt 5.1 beschriebene Verhalten der in einemRohr
fallenden Kugeln bietet sich folgendes Argument an. Bewegt sich ein Teilchen
durch ein Fluid, so ist diese Bewegung und damit ebenfalls die Geschwindigkeit
des Teilchens immer relativ zum Fluid gegeben. Eine eigenst

andige Bewegung
des Fluids wird sich deshalb unmittelbar auf das Teilchen auswirken. Ein an-
schauliches Bild ist ein Flugzeug, da sich relativ zur Luft bewegt und nicht zum
Erdboden. Fliegt es mit demWind, so wird es sein Ziel schneller erreichen als ge-
gen denWind. Mit diesemArgument kann man verstehen, warum die Rohrw

ande
oensichtlich eine entscheidende Rolle f

ur das Verhalten der Kugeln spielen. Oh-
ne Rohrw

ande bendet sich das Fluid in Ruhe. Begrenzt man aber das System, so
induziert der Flu der Kugeln einen entgegengesetzten Flu des Fluids im Rohr.
Da die Bewegung des Fluids im Rohr nicht homogen ist, l

at sich vielleicht er-
5.3. Kontinuit

atsmodell 135
kl

aren, warum trotz laminaren Flusses eine gegenseitige Beeinussung zwischen
Kugeln beobachtet werden kann, oder unterschiedliche Fallgeschwindigkeiten f

ur
verschiedene Exzentrizit

aten existieren.
Die Tatsache, da die Bewegung von Teilchen immer relativ zum umgebenen
Fluid erfolgt, und da die Reynoldszahl f

ur die beschriebenen Probleme kleiner
als Eins ist, kann unmittelbar f

ur die Erstellung eines neuen Simulationsmodells
genutzt werden. Dieses neue Modell sei Kontinuit

atsmodell genannt. Die Her-
kunft des Namens wird im weiteren Verlauf erl

autert.
Ausgangspunkt des Modells ist eine zeitschrittgetriebenenMolekulardynamik
der Teilchen. Die Ber

ucksichtigung des Einusses des Fluids auf die Dynamik der
Teilchen erfolgt in Form eines zus

atzlichen Terms f

ur die auf die Teilchen wirken-
de Kraft, die w

ahrend der Integration der Bewegungsgleichungen (3.1) ber

uck-
sichtigt werden mu. Dieser Term
~
F
p
basiert aufgrund der kleinen Reynoldszahl
nur auf der Stokeschen Reibung mit dem Fluid und ber

ucksichtigt die Relativ-
geschwindigkeit zwischen Kugel und Str

omung des Fluids. Es ergibt sich analog
zu Gleichung (5.4) der Ausdruck:
~
F
p
=  6r

~v
p
 

~v
f

: (5.6)
Hierbei sind ~v
p
und

~v
f
die Geschwindigkeit der Kugel und des Fluids relativ
zur ruhenden Wand des Rohres. In Wahrheit ist die Geschwindigkeit des Fluids
um die Kugel herum keine konstante Gr

oe. Es existiert vielmehr zwischen jeder
Kugel und ihren Nachbarn, beziehungsweise den W

anden ein Str

omungsprol,

ahnlich dem des Hagen-Poiseuille-Flusses durch ein Rohr. Ziel des Kontinuit

ats-
modells ist es, eine geeignete N

ahrung f

ur

~v
f
zu nden, das den Mittelwert der
gesamten Str

omung um eine Kugel darstellt.
In einer weiteren N

aherung zur L

osung des Problems sei angenommen, da es
sich um ein quasi-zweidimensionales System handelt: Alle Kugeln bewegen sich
innerhalb des zylindrischen Rohres in einer senkrechten Ebene. Innerhalb die-
ser Ebene gibt es verschiedene Str

omungsprole zwischen Kugeln und W

anden.
Es l

at sich f

ur jedes dieser Str

omungsprole eine mittlere Geschwindigkeit ~v
j
angeben. Die Geschwindigkeit der gesamten Str

omung

~v
f
um eine Kugel herum
ergibt sich als Mittelwert aller mittleren Geschwindigkeiten der Str

omungsprole
zwischen der Kugel und ihren n

achsten Nachbarn (Anzahl:N
nN
, Index j):

~v
f
=
1
N
nN
N
nN
X
j=1
~v
j
: (5.7)
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Hierbei sind die n

achsten Nachbarn entweder andere Teilchen oder die W

ande des
Rohres. Kennt man die Str

omungsverh

altnisse zwischen allen n

achsten Nachbarn,
kann man die Str

omungen um jedes Teilchen mit Gleichung (5.7) berechnen und
bekommt

uber Gleichung (5.6) die Kraft, die das Fluid auf das Teilchen aus

ubt.
Betrachtet man das Rohr-Kugeln-Fluid System als abgeschlossen, so ist an-
schaulich klar, da durch den Flu der Kugeln
~
I
p
in Fallrichtung ein gleich groer
Flu des Fluids
~
I
f
in entgegengesetzter Richtung entsteht:
 
~
I
p
=  
p
R
2
~
V
p
=
~
I
f
= R
2
~
V
f
: (5.8)
Der Flu der Kugeln ist das Produkt aus der mittleren Geschwindigkeit aller
Kugeln
~
V
p
, deren Volumenbruchteil im Rohr 
p
und der Querschnitts

ache R
2
des Rohres. F

ur den Flu des Fluids gilt das Hagen-Poiseuillesche-Gesetz (
~
I
f
=
R
2
~
V
f
) mit der mittleren Geschwindigkeit f

ur den Gesamtu
~
V
f
.
Das Fluid iet zwischen den Kugeln hindurch und der Gesamtu
~
I
f
teilt
sich in verschieden Teil

usse
~
i
j
zwischen n

achsten Nachbarn auf. Da sowohl Ku-
geln als auch Fluid inkompressibel sind, ist der Gesamtu
~
I
f
in jedem Zeitschritt
der Simulation, d.h in Abh

angigkeit von
~
V
p
, eine Erhaltungsgr

oe. Es ist sinn-
voll f

ur die Ermittlung der partiellen Fl

usse
~
i
j
des Fluids und deren partiellen
Geschwindigkeiten ~v
j
anzunehmen, da sich das Fluid in idealisierter Weise auf
einem Voronoi-Gitter bewegt. Die Aufstellung des Voronoi-Gitters gibt die ex-
akte Kenntnis

uber die Nachbarschaftsverh

altnisse und den Verlauf der partielle
Fl

usse. Um eine abschlieende Ermittlung der Kr

aft, die auf die Teilchen wirken,
durchzuf

uhren, werden die partiellen F

usse und Geschwindigkeiten in dem ermit-
telten Nachbarschaftsnetzwerk in Analogie zu Strom

ussen in einem elektrischen
Netz mit den Kirchhoschen-Gesetzen berechnet. Die so berechneten partiellen
Geschwindigkeiten werden mit Gleichung (5.7) zu den Geschwindigkeiten um die
Kugeln (

~v
f
) gemittelt, woraus sich wiederum durch Gleichung (5.6) die Kr

afte
des Fluids auf die Teilchen ergeben.
5.3.1 Voronoi-Diagramm
Das Voronoi-Gitter, beziehungsweise -Diagramm ist eine geometrische Aufteilung
des Raumes in Zellen. Eine hervoragende Darstellung des Konzepts und einiger
Anwendungen des Voronoi-Diagramms ndet sich in einem Buch von A. Oka-
be, B. Boots und K. Sugihara [OBS92]. Analog zu ihrer Darstellung und unter
Ber

ucksichtigung der quasi-zweidimensionalen N

aherung des Problems sei der
Raum im Folgenden zweidimensional.
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Ausgangspunkt des Voronoi-Diagramms ist eine beliebige Punktmenge mit
mehr als zwei Punkten in der Ebene. Das Voronoi-Diagramm unterteilt die Ebe-
ne in Zellen, so da jede Zelle einen Punkt der Punktmenge und alle Punkte
der Ebene, deren Abstand zu diesem Punkt kleiner ist als der Abstand zu ir-
gendeinem anderen Punkt, enth

alt. Das Voronoi-Diagramm selbst besteht aus
allen Punkten der Ebene, die gleich weit von zwei Punkten der generierenden
Punktmenge entfernt sind. Die Abbildung 5.2 zeigt ein Voronoi-Diagramm f

ur
vier Punkte.
Abbildung 5.2: Ein Voronoi-Diagramm (durchgezogene Linien) mit generierender
Punktmenge.
Das Konzept und die Konstuktion des Voronoi-Diagramm scheint relativ sim-
pel. Man erkennt in Abbildung 5.2, da die Linien des Voronoi-Diagramms aus
den Mittelsenkrechten der Verbindungslinien der Punkte entstehen. Dementspre-
chend ist das Voronoi-Diagramm senkrecht zur Triangulation der Punkte. Man
spricht davon, da Voronoi-Diagramm und Triangulation dual zueinander sind.
Es ergeben sich eine Reihe von denierten Eigenschaften, wovon einige hier auf-
gez

ahlt werden.
1. Jeder Knoten des Diagramms ist Schnittpunkt dreier Linien und Mittel-
punkt eines Kreises durch drei Punkte, in dem kein vierter Punkt liegt.
2. Die Anzahl der Knoten (N
K
), der Linien (N
L
) und der generierenden Punk-
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te (N) ist verkn

upft durch:
N
K
 N
L
+N = 1 und es gilt
N
L
 3N   6 ;
N
K
 2N   5 :
3. Die mittlere Anzahl von Seiten pro Zelle ist nicht gr

oer als sechs.
4. Das Voronoi-Diagramm ist oen, das heit einige Linien sind Halbgeraden.
5. Liegen vier Punkte auf einem Kreis um einen Knoten, so ist das Diagramm
unbestimmt, man spricht von Entartung.
Besteht die generierende Menge nicht aus Punkten sondern aus ausgedehnten
Kreisen, so ist es m

oglich, da Linien des Voronoi-Diagramms Kreise schneiden,
wenn die Radien der Kreise unterschiedlich gro sind. Will man das vermeiden,
so mu man zum sogenannten Laguerre-Diagramm

ubergehen [OBS92]. Dieses
ber

ucksichtigt bei der Bestimmung der Mittelsenkrechten die Radien der Kreise.
Dies k

ame im Kontinuit

atsmodell also im Falle von polydispersen Kugeln zum
Tragen.
Das Kontinuit

atsmodell nimmt an, da sich die Fl

usse zwischen den Teilchen
auf einem Voronoi-Diagramm verteilen. Da ein Voronoi-Diagramm aber oen ist,
ist es f

ur das Modell notwendig, das Diagramm zu erweitern und zu schlieen. Es
m

ussen also zus

atzliche Linien zwischen den Rohrw

anden und den Kugeln, die
das urspr

ungliche Diagramm einh

ullen erzeugt werden. Diese zus

atzlichen Lini-
en beschreiben die Fl

usse zwischen den Teilchen und den W

anden. Sie m

ussen
deshalb vertikal und in der Mitte zwischen Teilchen und Wand verlaufen. F

ur
die Anwendung der Kirchhoschen Gesetze ist es weiterhin notwendig, jeweils
eine ktive Quelle und Senke als Start und Endpunkt des Gesamtusses I
f
ein-
zuf

uhren. Es ist m

oglich, dies als periodische Randbedingungen zu interpretieren.
Die horizontalen Verzweigungen des Gesamtusses auf die partiellen Einzel

usse
schliessen das Voronoi-Diagramm nach oben und unten ab. Durch die Erweite-
rung des Diagramms k

onnen Knoten entstehen, die Schnittpunkt von mehr oder
weniger als drei Linien sind. Die Flulinien des Fluids in der N

aherung eines so
erweiterten Voronoi-Diagramms stellt Abbildung 5.3 dar.
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Abbildung 5.3: Der Flu des Fluids als erweitertes Voronoi-Diagramm um die
generierenden Kugeln mit Rohrw

anden und ktiver Quelle und Senke.
5.3.2 Kirchhosche Gesetze
Ordnet man jeder Linie des Voronoi-Diagramms eine Richtung zu, so handelt es
sich, mathematisch gesehen, um einen gerichteten Graphen. Solche Graphen, die
ein Netzwerk von Fl

ussen beschreiben, sind aus der Elektrotechnik bekannt. Dort
werden die Str

ome und Spannungen in komplizierten elektronischen Schaltungen
mit komplexen Widerst

anden berechnet. Grundlage dieser Berechnungen sind
die Kirchhoschen Gesetze. Diese besagen:
I. Die Summe aller Str

ome, die in einen Knoten hinein- und herausieen, ist
gleich Null. (Kontinuit

atsgleichung)
II. Beim Umlaufen einer Zelle ist die Summe aller Spannungen gleich Null.
(Energieerhaltung)
Desweiteren gilt f

ur jede Linie des Netzwerkes das Ohmsche Gesetz f

ur die par-
tiellen Str

ome (J
i
), Spannungen (U
i
) und Widerst

ande (

i
):
J
i
=
1


i
 U
i
: (5.9)
Kennt man die Verzweigungen des Netzwerkes und alleN partiellenWiderst

ande,
so l

at sich mit Hilfe der Kirchhoschen Gesetze ein 3N dimensionales lineares
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Gleichungssystem f

ur die partiellen Str

ome und Spannungen aufstellen. F

ur je-
den Knoten und jede Zelle erh

alt man jeweils eine Gleichung. L

ost man das
so gefundene Gleichungssystem, so sind schlielich alle Str

ome und Spannungen
bekannt.
Die Kirchhoschen Gesetze lassen sich analog auf das Kontinuit

atsmodell
anwenden. Die elektrischen Str

ome entsprechen den Fl

ussen des Fluids und die
elektrischen Spannungen den Geschwindigkeiten. F

ur die Widerst

ande kann man
die folgende N

aherung machen. In einem zylindrischen Rohr ist der Flu eines
Fluids nach Hagen und Poiseuille das Produkt aus mittlerer Geschwindigkeit
~
V
f
und der Fl

ache des Rohrquerschnittes mit Radius R:
~
I
f
= R
2

~
V
f
: (5.10)
Diese Gleichung kann in diesem Fall als Analogon zumOhmschen Gesetz gesehen
werden. Das bedeutet, da f

ur die partiellen Widerst

ande der partiellen Fl

usse
gilt:
1
R
j


4
d
2
j
: (5.11)
Hierbei sind sie d
j
, die k

urzesten Abst

ande zwischen Kugeln oder zwischen einer
Kugel und der Wand.
Gleichung (5.11) stellt nur eine erste N

aherung dar. Eine genauere Bestim-
mung m

ute ber

ucksichtigen, da sich die Kugeln in einem zylindrischen Rohr
benden. Der Querschnitt der Str

omung, die rechts oder links an den Kugeln
vorbeiiet, ist nicht kreisf

ormig, sondern hat komplexere Formen. In Abbildung
5.4 ist beispielsweise ein Schema f

ur die partiellen Fl

ue um eine einzelne Kugel
abgebildet. In der Querschnittsabbildung sind durch die gestrichelten Linien die
Fl

achen dargestellt, die in der N

aherung des Modells ber

ucksichtigt werden. Man
sieht, da die N

aherung der partiellen Widerst

ande verbessert werden kann.
Stellt man nun mit Hilfe der Gleichungen (5.10), (5.11) und den Kirchho-
schen Gesetzen das oben erw

ahnte lineare Gleichungssystem auf, so kommt man
zu einer Matrix D deren Eigenwerte zu bestimmen sind:
~
V D =
~
I : (5.12)
Der Vektor
~
V enth

alt die partiellen Geschwindigkeiten ~v
j
und der Vektor
~
I die
partiellen Fl

usse
~
i
j
. Die Zeilen der Matrix D enthalten bis auf drei Elemente
jeweils nur Nullen. Diese drei Elemente sind entweder Einsen oder d
2
j
=4 mit
verschiedenen Vorzeichen. In die Gleichungen f

ur den ersten und den letzten
Knoten des Netzwerkes geht zus

atzlich der Gesamtu
~
I
f
aus Gleichung (5.10)
ein.
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Wenn man das Gleichungssystem gel

ost und damit alle partiellen Geschwin-
digkeiten gewonnen hat, kann man f

ur jede Kugel die Geschwindigkeit

~v
f
mitteln
und den Zusatzterm (5.6) f

ur die Kr

afte in der Molekulardynamik berechnen. In
einer Simulation ist es notwendig, in jedem Zeitschritt die partiellen Geschwin-
digkeiten des Fluids neu zu berechnen, da sich die Konguration der Kugeln un-
unterbrochen

andert. Auf diese Weise hat man immer die exakte Kenntnis

uber
die die Kugeln umgebenden Geschwindigkeiten der Str

omung des Fluids. Diese
Kenntnis ist notwendig, da durch die Verkn

upfung der partiellen Fl

usse

uber
die Kirchhoschen Gesetze, selbst kleine

Anderungen Auswirkungen auf das ge-
samte Flunetzwerk haben. Durch das Netzwerk werden nicht nur die n

achsten
Nachbarn ber

ucksichtigt, sondern ebenfalls Wirkungen aller anderen Teilchen.
I
dd2 1
1I v1v22
2 d1d
Abbildung 5.4: Rohru einer einzelnen Kugel: links) L

angsschnitt, rechts) Quer-
schnitt
5.3.3 Analytische L

osung f

ur eine Kugel
Das Ergebnis, das dieses neue Modell f

ur ein einfaches Problem in der quasi-
zweidimensionalen N

aherung liefert, l

at sich analytisch berechnen. Wir betrach-
ten eine einzelne Kugel in einem uidgef

ullten Rohr, die im station

aren Zustand
mit konstanter Geschwindigkeit f

allt. Abbildung 5.4 zeigt die Geometrie des Pro-
blems mit zugeh

origem Fludiagramm f

ur das Fluid im L

angsschnitt. Der sta-
tion

are Zustand ist dadurch gekennzeichnet, da die Reibungskraft durch das
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Fluid [Gleichung (5.6)] die Gravitationskraft kompensiert:
m  ~g = 6r

~v
p
 

~v
f

: (5.13)
Hier ist g die Gravitationsbeschleunigung, und m die um den Auftrieb reduzier-
te Masse der Kugel. F

ur die Geschwindigkeit des Fluids gelten die Gleichungen
(5.8), (5.11) und die Kirchhoschen Gesetze. Auerdem ist aus der Symmetrie
des Problems sofort ersichtlich, da horizontale Komponenten der Geschwindig-
keiten bei der Mittelwertbildung keine Rolle spielen und sich gegenseitig heraus-
heben. Man kann deshalb zu Betr

agen

ubergehen. Mit der Knoten-Regel und
den Geichungen (5.8) und ( 5.11) erh

alt man:
I
f
=  
p
R
2
 v
p
= I
1
+ I
2
= v
1

4
d
2
1
+ v
2

4
d
2
2
: (5.14)
Aus der Zellen-Regel ergibt sich sofort:
v
1
= v
2
= v
f
: (5.15)
Dies kann die Rotation der Kugel (Abbildung 5.1) nicht erkl

aren. Sie verbleibt
hier als oene Fragestellung. Setzt man Gleichung (5.15) in Gleichung (5.14) ein
und l

ost nach v
f
auf, erh

alt man:
v
f
=  
4
p
R
2
v
p
d
2
1
+ d
2
2
: (5.16)
Setzt man v
f
wiederum in Gleichungen (5.13) ein und formt zum gesuchten v
p
um, folgt:
v
p
=
mg
6r
+ v
f
; (5.17)
=
mg
6r
 
4
p
R
2
v
p
d
2
1
+ d
2
2
; (5.18)
=
mg
6r
1 +
4
p
R
2
d
2
1
+d
2
2
: (5.19)
Ersetzt man die Abst

ande d
1
und d
2
durch die Exzentrizit

at kommt man schlie-
lich zu:
v
p
=
mg
6r
1 +
2
p
R
2
(R r)
2
(e
2
+1)
; (5.20)
v
p
=
v
1
1 +
2
p
(
1 
r
R
)
2
(e
2
+1)
: (5.21)
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Hierbei ist v
1
= mg=6r die Fallgeschwindigkeit einer Kugel im unbegrenztem
Fluid. Dieses Ergebnis zeigt physikalisch richtig [HB83] die Abh

angigkeit der
Korrektur zu v
1
von der dimensionslosen Gr

oe r=R. Allerdings gibt es eine
Einschr

ankung, da der Volumenbruchteil der Kugeln ebenfalls von r=R abh

angt:

p
=
N 
4
3
r
3
L  R
2
: (5.22)
N ist die Zahl der Kugeln (hier: N = 1) und L die L

ange des Rohres. W

ahlt
man diese L

ange sinnvoll, also wegen der periodischen Randbedingungen des
Kontinuit

atsmodells m

oglichst kurz (L = 2r), so ndet man schlielich:
v
p
=
v
1
1 +
4
(
r
R
)
2
3
(
1 
r
R
)
2
(e
2
+1)
: (5.23)
Dieses Endergebnis liefert physikalisch das qualitativ richtige Verhalten:
lim
r!R
v
p
= 0 (5.24)
lim
r=R!0
v
p
= v
1
(5.25)
lim
e!1
v
p
> v
p
(e = 0) (5.26)
Vergleichtman den Korrekturterm (v
1
=v
p
) der Geschwindigkeit der Kugel ge-
gen

uber der Geschwindigkeit f

ur den Fall in unbegrenztem Fluid mit Ergebnissen
aus der Literatur (siehe Abb. 5.5), so zeigt sich eine hervorragende

Ubereinstim-
mung zwischen dem Ergebnis des Kontinuit

atsmodells und den Literaturwerten.
Die Kurve des Modells liegt im Vergleich nur ein wenig tiefer, speziell f

ur kleine
Werte von r=R.
Der Korrekturterm (v
1
=v
p
) zeigt in Abh

angigkeit von der Exzentrizit

at eben-
falls eine qualitativ gute

Ubereinstimmungmit theoretischenWerten aus [HM92].
Die Abbildung 5.6 zeigt die Graphen f

ur ein festes Verh

altnis von R=r = 0:882.
Das Modellergebnis liegt um circa einen Faktor 0:3 unter den Literaturwerten.
Ansonsten ist aber deutlich zu erkennen, da eine Kugel im Zentrum des Roh-
res langsamer f

allt als am Rand. Humphrey und Murata geben den Faktor, um
den die Geschwindigkeit am Rand schneller ist, mit
"
ungef

ahr 2:1\ an [HM92].
Im Kontinuit

atsmodel ist dieser Faktor 1:97. Um eine bessere

Ubereinstimmung
der Kurven in Abbildung 5.6 zu erlangen mu im Kontinuit

atsmodell ein gr

oer
Wert f

ur R=r gew

ahlt werden. Dies entspricht einer Wahl, die den Unterschied
der Kurven in Abbildung 5.5 ausgleicht.
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Abbildung 5.5: Korrektur der Geschwindigkeit einer einzelnen Kugel in einem
Rohr gegen

uber dem unbegrenzten Fall; links: Modellergebnis mit e = 0, rechts:
experimentelle und theoretische Ergebnisse aus [HM92].
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Abbildung 5.6: Korrektur der Geschwindigkeit einer einzelnen Kugel in einem
Rohr in Abh

angigkeit von der Exzentrizit

at; links: Modellergebnis mit r=R =
0:882 (durchgezogene Kurve) und mit r=R = 0:932 (gestrichelte Kurve), rechts:
experimentelle und theoretische Ergebnisse aus [HM92] f

ur r=R = 0:882 (obere
Kurve und Datenpunkte).
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5.3.4 Zusammenfassung und Anmerkungen
Betrachtet man die obigen

Ubereinstimmungen zwischen der L

osung des Kon-
tinuit

atsmodells f

ur eine einzelne Kugel und den Literaturwerten, so kann man
zu Recht behaupten, da das Modell sehr befriedigende Ergebnisse liefert. Durch
das Kontinuit

atsmodell wird anschaulich klar, wie die Begrenzung eines Systems
durch Rohrw

ande auf Teilchen und Fluid wirkt. Die Abh

angigkeit der Fallge-
schwindigkeit einer Kugel von der Gr

oe r=R und von der Exzentrizit

at wurde
verdeutlicht.
Die L

osung f

ur eine einzelne Kugel im Rohr l

at sich sofort auf N gleich groe
Kugeln, die senkrecht hintereinander fallen, verallgemeinern. In diesem Fall sieht
das Voronoi-Gitter wie eine Leiter aus. Zwischen je zwei Sprossen bendet sich
eine Kugel. Die L

osung verl

auft dann vollkommen analog zu derjenigen f

ur eine
einzelne Kugel. Der einzige Unterschied sind die Faktoren N und L in Gleichung
(5.22). Diese Faktor gehen nun in den Korrekturterm der Geschwindigkeit ein:
v
1
v
p
= 1 +
N
L
r
8

r
R

2
3

1  
r
R

2
(e
2
+ 1)
: (5.27)
Mehrere Kugeln fallen daher laut Kontinuit

atsmodell langsamer als eine einzelne.
Die L=r-Abh

angigkeit ist ein Ma f

ur den relativen Abstand der Kugeln unter-
einander. Wegen der periodische Randbedingungen des Modells wird man L=r
so w

ahlen, da gerade alle Kugeln in das System passen. Man sieht, da mit
wachsendem L, das heit Abstand der Kugeln, die Kugeln schneller werden. Die-
se beide Aussagen der analytischen L

osung des Kontinuit

atsmodells f

ur mehrere
Kugeln spiegeln ebenfalls das richtige, zu Beginn dieses Kapitels beschriebene
Verhalten wider. Leider sind keine Literaturwerte f

ur einen quantitativen Ver-
gleich bekannt.
ImKontinuit

atsmodell treten mittelbare gegenseitige Beeinuungen von Ku-
geln ohne tr

agheitsbedingte hydrodynamische Eekte auf, wenn mehrere Kugeln
mit verschiedenen Exzentrizit

aten in einem Rohr fallen. Obwohl die Mittelung
der Fluidgeschwindigkeit

uber jeweils nur eine Voronoi-Zelle erfolgt und damit
auf den ersten Blick nur die n

achsten Nachbarn in Betracht gezogen werden, sind
alle Geschwindigkeiten

uber die Kirchhoschen Gesetze voneinander abh

angig.
Die auftretenden Kr

afte sind also keine lokalen Gr

oen, sondern analog zur
Navier-Stokes-Gleichung, alle global verkn

upft. Man kann deshalb erwarten, da
das Kontinuit

atsmodell die in Abschnitt 5.1 unter Punkt 3. beschriebenen kom-
plexeren Bewegungsformen von mehreren Kugeln in einem Rohr reproduzieren
kann.
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Eine wesentliche Verbesserung des Kontinuit

atsmodells wird dadurch zu er-
zielen sein, da man das dreidimensionale Voronoi-Diagramm f

ur das volle drei-
dimensionale Problem einf

uhrt. Da das Voronoi-Diagramm dual zur Triangu-
lation ist, k

onnte man gleichzeitig die Fl

acheninhalte der Triangulationszellen
A
tri
berechnen, durch die die Linien des Voronoi-Diagramms senkrecht stoen.
Diese Fl

acheninhalte m

uten zus

atzlich um die Fl

achenanteile, die die Kugeln
selber einnehmen, korrigiert werden. Auf diese Weise kann man einen weitaus
besseren Ansatz der partiellen Fluwiderst

ande als die N

aherung des Hagen-
Poiseuilleschen-Gesetzes [Gleichung (5.11)] erhalten:
1
R
j
 A
tri
j
: (5.28)
Dieser Ansatz w

urde zum Beispiel f

ur den Querschnitt in Abbildung 5.4 bedeu-
ten, da an Stelle der Fl

ache der gestrichelten Kreise die gesamte Querschnitts-


ache des Rohres in Betracht gezogen werden m

ute.
Verwirklicht man diesen vollst

andigen dreidimensionalen Ansatz, so bedeutet
dies, da man den gesamten Raum um die Kugeln in ungleichm

aige Polyeder
unterteilt. Die Ecken der Polyeder werden durch die Kugeln gebildet, und die Li-
nien, das heit Kanten, durch die Triangulation der Kugeln. Die partiellen Fl

usse
des Fluids entlang des Voronoi-Diagramms ieen senkrecht durch die Seiten-


achen der Polyeder. F

ur jedes Polyeder gilt das Gesetz der Fluerhaltung. Alles
was durch eine Seiten

ache hineiniet, mu durch andere wieder hinausieen.
Die Gr

oe eines partiellen Flues durch eine Seiten

ache ist proportional zum
Fl

acheninhalt der Seite. F

ur jedes Polyeder ergibt sich eine mittlere Str

omungs-
geschwindigkeit und -richtung. Die mittlere Str

omung um eine Kugel ergibt sich
aus allen Polyedern, die die Kugel als Ecke besitzen. Bewegungen von Kugeln
erfolgen immer relativ zur umgebenden Str

omung des Fluids.
Auf diese Weise erweitert und veranschaulicht, erkennt man den eigentlichen
Charakter des Modells. Es beruht im wesentlichen auf der Fluerhaltung. Die-
se wird durch die Kontinuit

atsgleichung (5.1) beschrieben und deshalb wurde
das Modell Kontinuit

atsmodell genannt. Die guten Resultate des Kontinuit

ats-
modells, trotz einfacher N

aherungen, zeigen deutlich, da die Fluerhaltung der
entscheidende Faktor einer laminaren Str

omung ist. Spezielle hydrodynamische
Eekte treten f

ur kleine Reynoldszahlen nicht auf und oensichtlich scheint die
genaue mikroskopische Verteilung der Druckgradienten im System, keine ent-
scheidende Rolle zu spielen. Es kommt auf eine exakte L

osung der Stokes Glei-
chung (5.3) nicht an. Es reicht vielmehr aus, sich auf mittlere Gr

oen zu be-
schr

anken und deren Verteilung im Sinne der Kontinuit

atsgleichung in den ver-
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schiedenen Bereichen des Systems zu ermitteln.
Ein Punkt, an dem die N

aherungen des Kontinuit

atsmodells nicht mehr gel-
ten, wird erreicht, wenn sich Teilchen sehr nahe kommen. Dies ist zum Beispiel
kurz vor einem Sto der Fall. Das Fluid zwischen den Teilchen mu verdr

angt
werden. Auf Grund der Viskosit

at des Fluids baut sich w

ahrend der Verdr

angung
ein groer Druck zwischen den Teilchen auf. In einer einfachen N

aherung f

ur
die L

osung der Stokes Gleichung (5.3) ist dieser Druck, laut Bowden und Ta-
bor [BT59], proportional zur Viskosit

at, Ann

aherungsgeschwindigkeit und ver-
dr

angender Fl

ache und umgekehrt proportional zum Kubus des Abstandes. Der
Druck divergiert also bei Ann

aherung der Teilchen. Auf diesem Eekt beruht die
Schmierung (englisch: Lubrication) von Festk

orpern zur Verminderung von Rei-
bung. Da die Ober

achen der Teilchen auf mikroskopischer Skala rauh sind und
die Viskosit

at, die Geschwindigkeit und insbesondere die verdr

angende Fl

ache
bei kugelf

ormigen Teilchen klein sind, kommt es in der Regel trotzdem zu einer
Ber

uhrung von Teilchen. Die Divergenz spielt sich auf der Skala der Rauhigkeit
ab. Nichtsdestotrotz kann dieser Schmierungs-Eekt zum Beispiel bei der Se-
dimentation von Teilchen [Sch95] relevante Auswirkungen haben. F

ur das hier
behandelte Problem der Rohrstr

omung sind seine Auswirkungen eher marginal
und k

onnen deshalb innerhalb des Kontinuit

atsmodells vernachl

assigt werden.
5.3.4.1 Zwei Dimensionen
Ein weiterer interessanter Aspekt des Modells ist das rein zweidimensionale Pro-
blem einer Scheibe, die zwischen zwei parallelen W

anden f

allt. Dieses Problem
wurde analytisch von Y. Takaisi [Tak55] gel

ost und experimentell von S. Taneda
[Tan64] untersucht. F

ur die analytische L

osung im Kontinuit

atsmodell verwen-
det man wieder einen Ansatz f

ur die Kraft auf eine fallende Scheibe, der auf der
L

osung f

ur das unbegrenzten Fluid [LL66] basiert, und der die Relativgeschwin-
digkeiten von Scheibe und Fluid ber

ucksichtigt:
~
F
p
2d
=
 4 (~v
p
  ~v
f
)
ln

3:70

f
r
j
~v
p
 ~v
f
j

(5.29)
Wegen der bekannten Symetrie (Abbildung 5.4) kann man wieder zu den Be-
tr

agen der Geschwindigkeiten

ubergehen.Weiterhin sind in den Gleichungen (5.8)
und (5.11) die Fl

achen durch die reinen Abst

ande zu ersetzen. Dies f

uhrt dazu,
da die Abh

angigkeit der L

osung von der Exzentrizit

at herausf

allt, weil Abst

ande
zwischen Scheibe und Wand nur noch linear in die partiellen Fl

usse eingehen.
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Setzt man alle Gleichungen schlielich ineinander ein und versucht sie nach
v
p
aufzul

osen, so stellt man fest, da dies durch die logarithmische Abh

angigkeit
vom Betrag der Geschwindigkeitsdierenz im Nenner von Gleichung (5.29) nicht
m

oglich ist. Man erh

alt die folgende implizite Gleichung f

ur die Geschwindigkeit
der Scheibe:
v
p
=
mg ln
0
B
B
@
3:70
v
p

f
r

1+

4
(
R
r
 1
)

1
C
C
A
4

1 +

4
(
R
r
 1
)

: (5.30)
Diese Gleichung ist nur numerisch zu l

osen. Aber selbst ohne L

osung l

at sich
sagen, da dies keine gute N

aherung f

ur des Verhalten der zweidimensionalen
Scheibe sein kann. Wie schon erw

ahnt zeigt die Gleichung (5.30) keine Abh

angig-
keit von der Exzentrizit

at. Dies bedeutet, da das Model vorhersagt, die Scheibe
f

allt in der Mitte des zweidimensionalen Rohres genauso schnell wie am Rand.
Taneda hat aber gezeigt, da dies falsch ist [Tan64]. Es existiert eine Abh

angig-
keit von der Exzentrizit

at und in der N

ahe der W

ande divergiert sogar die Kraft
auf die Scheibe. Die Scheibe wird dort also erheblich langsamer. Die Gleichung
(5.30) zeigt desweiteren nicht nur eine Abh

angigkeit der Geschwindigkeit der
Scheibe vom Koezienten r=R, sondern zus

atzlich eine vom Absolutwert von r.
Dies kann ebenfalls nicht richtig sein [Tak55, Tan64].
Es bleibt also festzuhalten, da das Kontinuit

atsmodell in zwei Dimensionen
nicht anwendbar ist. Dies bedeutet, da f

ur zweidimensionale Probleme eine ex-
akte L

osung der Stokes Gleichung (5.3) unumg

anglich ist. Eine N

aherung, die
nur die Kontinuit

atsgleichung ber

ucksichtigt, ist oensichtlich unzureichend. Die
beschr

ankte r

aumliche Ausdehnung f

uhrt dazu, da die Kr

afte allgemein lang-
reichweitiger sind als in drei Dimensionen. Dies l

at sich schon am Vergleich
der Kr

afte f

ur das unbegrenzte Fluid [Gleichung (5.6) und (5.29)] absehen. In
diesem Sinne ist die experimentell ermittelte Divergenz der Kraft auf die Schei-
be nahe der Wand ein Indiz daf

ur, da Schmierung in zwei Dimensionen eine
entscheidende Rolle spielt.
5.3.5 Rechenzeitaufwand
F

ur das Modell liegen keine Ergebnisse aus Simulationen vor, weil es sich erwies,
da eine Umsetzung des Modells in einen Algorithmus mit erheblichen Problemen
verbunden ist. Die numerische Implementierung zur Erstellung eines Voronoi-
Diagramms ist sehr umfangreich. Eine ausf

uhrliche Anleitung wird in [OBS92]
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gegeben. Hier sei nur darauf hingewiesen, da neben der m

oglichen Entartung
des Diagramms, Rundungsfehler des Computers zu groen Problemen f

uhren.
F

ur die Beschreibung des Voronoi-Diagramms als gerichteten Graphen ist eine
komplexe, verkettete Datenstruktur notwendig.
Zur Absch

atzung der Rechenzeit, die ein Algorithmus f

ur das quasi-zweidi-
mensionale Modell ben

otigt, gibt es folgendes zu sagen. Grunds

atzlich gilt f

ur
die Rechenzeit zur Erstellung eines zweidimensionalen Voronoi-Diagramms die
Beschr

ankung, da bestenfalls die Rechenzeit von der Anzahl der Teilchenmit der
Ordnung O(N logN) abh

angt. Die L

osung der Kirchhoschen Gesetze erfordert
die Invertierung einer (3N  3N) groen Matrix. Die Rechenzeit ist in diesem
Falle bestenfalls von der Ordnung O(9N
2
).
Es wurde ein Zeitvergleich verschiedener Programme zur Absch

atzung der
Rechenzeit durchgef

uhrt. Ausgangspunkt war die erforderliche Rechenzeit f

ur
einen Zeitschritt einer herk

omlichen zeitschrittgetriebenen Molekulardynamik
granularer Materie mit 420 Teilchen. Diese sei als eine Zeiteinheit deniert. Ein
sehr schnelles Programm von Cristian Moukarzel [Mou94] zur Berechnung des
Voronoi-Diagramms gleich vieler Teilchen ben

otigte entsprechend 8 Zeiteinhei-
ten. Die Berechnung der Eigenwerte einer zugeh

origen Matrix D mit einer NAG-
Fortran Routine, die ebenfalls als sehr schnell gilt, ben

otigte 62 Zeiteinheiten.
Nicht ber

ucksichtigt wurden in dieser Kalkulation die notwendigen Verkn

upfun-
gen zwischen den Programmteilen und die Berechnung der Kraft F
p
. Alles in Al-
lem w

are ein Programm also mindestens 70 mal langsamer als eine herk

omliche
Molekulardynamik. F

ur das volle dreidimensionale Problem m

ute man zus

atz-
lich mindestens einen Faktor 2 multiplizieren, da die Zahl der Linien und Knoten
des Voronoi-Diagramms erheblich gr

oer wird.
Wenn man schlielich ber

ucksichtigt, da ein Teilchen ungef

ahr 10
3
Zeitschrit-
te braucht, um seinen eigenen Durchmessser zu durchiegen, also mindestens
10
5
Zeitschritte f

ur eine physikalisch sinnvolle Simulation ben

otigt werden, so
ergibt sich eine momentan nicht mehr vertretbare Rechendauer auf herk

omli-
chen Maschinen. Zus

atzlich sollte man bedenken, da das Modell von Schwarzer
et al. [Sch95] nur 20 mal langsamer als eine Molekulardynamik ohne Fluid ist
und sicherlich eine vergleichbar gute L

osung des Problems liefert. Unter all die-
sen Gesichtspunkten schien es ratsam, auf eine Implementierung zu verzichten.
Nichtsdestotrotz zeigen die analytischen Ergebnisse, da prinzipiell sehr gute
Resultate vom Kontinuit

atsmodell zu erwarten sind.
Es sei ausdr

ucklich darauf hingewiesen, da eine viel schnellere Implementie-
rung, als die oben abgesch

atzte, m

oglich scheint. Ausgangspunkt ist die Tatsache,
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da sich w

ahrend eines Zeitschrittes die Konguration der Teilchen, und damit
das Voronoi-Diagramm und die Fl

usse, nur wenig

andern. Es ist insbesondere
f

ur die L

osung der Matrix m

oglich, Algorithmen zu entwickeln, die unter Zu-
hilfenahme der L

osung des vorangegangenen Zeitschrittes, sehr viel schneller zu
einem Ergebnis kommen. Gleiches gilt f

ur das Voronoi-Diagramm. Ein komplexe-
rer Algorithmus, der dieses ber

ucksichtigt, wird eine befriedigende Schnelligkeit
erreichen. Aus meiner pers

onlichen Erfahrung mit Ans

atzen zur Implementie-
rung des Modells sch

atze ich allerdings die Dauer zum Schreiben des Programms
mit den n

otigen Vorarbeiten auf ein 3/4 bis 1 Jahr. Deshalb h

atte die Implemen-
tierung des Programmes und die Rechenzeit f

ur die n

otigen Simulationen mit
Systemmitteln den Rahmen dieser Dissertation gesprengt.
Kapitel 6
Andere Methoden
Bis hier wurden in dieser Arbeit geometrische Modelle, Molekulardynamikme-
thoden und zellulare Automaten vorgestellt. Weitere bedeutende Methoden, auf
die an dieser Stelle kurz eingegangen werden soll, sind Kontinuumsans

atze und
die Kontaktdynamik. Dar

uber hinaus hat es, wie in fast allen Bereichen der Phy-
sik, eine ganze Reihe speziellerer Ans

atze gegeben, die mehr oder minder erfolg-
reich in der Lage sind, bestimmte Ph

anomene granularer Materie zu modellieren
[Bro61, CH91, MB91, Puh93, HI95, LH95, dG96]. Die bekanntesten Vertreter die-
ser Art sind die Monte-Carlo-Verfahren. Sie wurden zum Beispiel erfolgreich zur
Simulation der Gr

oensegregation durch Vibration eingesetzt [RPSS86, RSPS87,
DL95, Mou94].
6.1 Kontinuumstheorien
Die

altesten Modelle zur Beschreibung granularer Materie sind Kontinuumstheo-
rien. Sie k

onnen grob, entsprechend ihrer Anwendungsgebiete, in zwei Klassen
eingeteilt werden. Die eine Klasse beinhaltet Ans

atze f

ur das quasistatische Re-
gime granularer Materie. Dieses Regime ist durch groe Dichten und langan-
haltende Kontakte von Teilchen gekennzeichnet. Ein fr

uhes Beispiel f

ur einen
solchen Ansatz ist die Arbeit von Hagen

uber Druckverteilungen in trockenem
Sand [Hag52]. Die zweite Klasse der Kontinuumstheorien sind hydrodynami-
sche Ans

atze f

ur das volldynamische Regime granularer Materie. Dieses Regime
zeichnet sich durch geringe Dichten und Teilchenkontakte, die haupts

achlich in
Form von bin

aren Kollisionen existieren, aus. F

ur das

Ubergangsregime zwi-
schen diesen beiden Regimen, dem die meisten granularen Systeme zuzuordnen
sind [JJ87], existieren praktisch keine Kontinuumstheorien [Sch96a]. Hier soll das
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Augenmerk auf die hydrodynamischen Ans

atze und das Ergebnis einer wichtigen
Arbeit von Y. Du, H. Li und L.P. Kadano gerichtet werden [DLK95]. Ausf

uhrli-
chere Informationen zu Kontinuumstheorien nden sich in den

Ubersichtsartikeln
[Sav79, Haf83, Sav84, Cam90, Sav92].
Im allgemeinen werden in hydrodynamischen Ans

atzen Gleichungen f

ur ma-
kroskopische Gr

oen aufgestellt, die bestimmten Bedingungen wie Massenerhal-
tung, Impulserhaltung und Energieerhaltung unter Ber

ucksichtigung der Dis-
sipation gen

ugen. Typisch f

ur solche Ans

atze sind Dierentialgleichungen vom
Typ der Navier-Stokes-Gleichung (5.2), die um einen dissipativen Term erwei-
tert wurden [Haf83, Sav84, Cam90]. Die Arbeit von Du et al. erkl

art nun an-
schaulich, warum hydrodynamische Kontinuumsans

atze grunds

atzlich nicht in
der Lage sind, die Dynamik granularer Materie in einem ausreichenden Mae
wiederzugeben. Der Ausgangspunkt ihrer

Uberlegungen war folgender: Jeder hy-
drodynamischer Ansatz hat eine zeitliche und r

aumliche Verteilung bestimmter
Zustandsgr

oen zum Ergebnis. Solche Zustandsgr

oen sind typischerweise die
Dichte, granulare Temperatur oder mittlere Geschwindigkeit der granularen Ma-
terie. Auf Grund des Kontinuumcharakters der Ans

atze und als Folge der ma-
thematischen Struktur der Gleichungen m

ussen die ermittelten Verteilungen aus
kontinuierlichen Funktionen bestehen. Du et al. konnten mit Hilfe der in Ka-
pitel 4 dargestellten Referenzsimulation der Dynamik in einer eindimensionalen,
reibungsfreien R

ohre zeigen, da auf Grund der mehrfach geschilderten dissipati-
onsbedingten strukturellen Instabilit

at granularer Systeme die Verteilungen von
Dichte, Geschwindigkeit und granularer Temperatur im Regelfall gerade keine
kontinuierlichen Funktionen sind. Die Verteilung der Dichte ist zum Beispiel im
station

aren Zustand der reibungsfreien R

ohre in ann

ahernd allen Bereichen des
Systems ungef

ahr gleich Null und macht durch das Cluster in der N

ahe der re-
ektierenden Wand einen Sprung. Insgesamt k

onnen demnach hydrodynamische
Kontinuumsans

atze niemals das exakte Verhalten granularer Materie widerspie-
geln. Sie sind nur in der Lage, in bestimmten F

allen eine gute N

aherung der
Wirklichkeit zu liefern.
6.2 Kontaktdynamik
Eine der j

ungsten Entwicklungen zur Simulation granularer Materie ist die Kon-
taktdynamik. Sie geht auf J.J. Moreau und M. Jean, die sie erstmals 1992 vor-
stellten, zur

uck [JM92]. Wie der Name andeutet, beruht diese Methode auf der
Berechnung der Kr

afte, die bei langanhaltenden Kontakten zwischen Teilchen
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granularer Materie auftreten. Ihre Besonderheit besteht darin, da sie nicht den

ublichen Ansatz der Zweiteilchenwechselwirkungen verfolgt. Vielmehr werden
alle Kr

afte gleichzeitig innerhalb des Kontaktnetzwerkes der granularen Teil-
chen unter Ber

ucksichtigung ihrer gegenseitigen Wechselwirkungen ermittelt.
Hierbei ist die Kontaktdynamik insbesondere in der Lage, das Coulomb'sche
Reibungsgesetz im Gegensatz zu anderen Methoden exakt zu implementieren
[RR95, RPBR95, Rad95, RBR96, Wol96].
Ausgangspunkt der Kontaktdynamik ist ein Satz von gekoppelten Gleichun-
gen, der als Variablen nicht nur die Orte und Geschwindigkeiten der Teilchen
sondern auch die Kontaktkr

afte enth

alt. Der Satz besteht im wesentlichen aus
zwei Teilen. Der eine Teil beinhaltet je eine Bewegungsgleichung f

ur jeden Frei-
heitsgrad jeden Teilchens. Der andere Teil besteht aus einem linearen Gleichungs-
system, das aus je einer Bilanzgleichung f

ur jede Komponente der Kr

afte jeden
Kontakts besteht. Einige Kr

afte, wie die Gravitation oder

auere Anregungen ge-
hen als Konstanten in dieses Gleichungssystem ein. Der Zustand eines granularen
Systems, der hier als Kenntnis aller Orte, Geschwindigkeiten und Kr

afte verstan-
den werden soll, wird wird mit Hilfe eines iterativen Verfahrens zur L

osung des
Satzes von Gleichungen ermittelt. Die Besonderheit dieses Verfahrens liegt dar-
in, da es im Gegensatz zu rein mathematischen Methoden physikalisch iteriert.
Dies bedeutet, da die Auswirkungen der

Anderung einer Variablen auf ande-
re, mit ihr unmittelbar verkn

upfte Variablen, physikalisch ber

ucksichtigt wird.
Beispielsweise hat das Einsetzen einer Relativgeschwindigkeit zwischen zwei sich
ber

uhrenden Teilchen zwingend zur Folge, da die Haftreibungskomponente in
der Bilanzgleichung ihres Kontaktes herausf

allt. Auf diese Weise l

at sich der
Zustand eines Systems trotz der groen Anzahl von Variablen erstaunlich schnell
iterieren. Insbesondere in Simulationen einer zeitlichen Entwicklung ndet sich
nach einem kleinen Zeitschritt der neue Zustand des Systems sehr schnell aus
dem vorangegangenen Zustand.
Die Besonderheit der Kontaktdynamik imVergleich zu anderen Modellen liegt
in ihremAnwendungsgebiet. Sie ist das einzige Modell, das in der Lage ist, granu-
lare Systeme in quasistatischen Regimen mit sehr groen Dichten zu simulieren,
ohne dabei beispielsweise auf die umfangreichen N

aherungen eines BTR-Modells
zur

uckgreifen zu m

ussen. Methodische Artefakte, wie der Detachment-Eekt
der zeitschrittgetriebenen Molekulardynamik sind nicht bekannt. Insbesondere
die exakte Implementierung des Coulomb'schen Reibungsgesetzes ist einzigartig.
Diese gibt im Falle von Kontakten mit Haftreibung keinen artiziellen Wert der
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Haftreibungskraft vor. Vielmehr ist die Haftreibungskraft gerade so gro, da sie
die ihr entgegenstehende Kraft kompensiert.
Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick
In dieser Arbeit wurden die Eigenschaften und das Verhalten granulare Materie
mit verschiedenen Modellen und umfangreichen Simulationen untersucht. Das
erste Kapitel gab einen anf

anglichen

Uberblick

uber bekannte Eigenschaften und
Ph

anomene. Anhand des BTR-Modells folgte im zweiten Kapitel eine Unter-
suchung der Dynamik granularer Materie in rotierenden Trommelmischern. Die
Ergebnisse dieser Untersuchung und einer vergleichenden Studie zwischen dem
BTR-Modell und einer zeitschrittgetriebenen Molekulardynamik aus Kapitel 3
sind im folgenden Abschnitt 7.1 aufgelistet. Der Abschnitt 7.2 fat anschlieend
kurz die neu entwickelten Modelle der Kapitel 4 und 5 zusammen. Das sechste
Kapitel beinhaltete eine Darstellung weiterer wichtiger Modellans

atze granularer
Materie.
7.1 Rotierende Trommeln
Das BTR-Modell simuliert eine langsam rotierende und zus

atzlich schwach vi-
brierende Trommel. Ein Modellparameter, die Rotationsschrittweite  ist das
Verh

altnis aus Rotationsgeschwindigkeit und Vibrationsfrequenz. Die granulare
Materie, mit der die Trommel gef

ullt ist, wird in den physikalischen Grenzf

allen
groer Haftreibung und verschwindender Restitutionskoezienten, Tr

agheit und
Gleitreibung modelliert. Dies unterstreicht die Rolle geometrischer Eigenschaf-
ten.
Es konnte gezeigt werden, da das BTR-Modell die radiale Gr

oensegregati-
on bidisperser F

ullungen in zweidimensionalen Trommelmischern reproduzieren
kann. Die Segregation ist eine Folge unterschiedlicher Einfangwahrscheinlichkei-
ten f

ur groe und kleine Teilchen durch Nischen an der Ober

ache. Dieser Me-
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chanismus konnte anhand der Verteilungen der Nischen nachgewiesen werden.
Segregation existiert f

ur jedes Radienverh

altnis bidisperser Mischungen granu-
larer Materie. Die Dynamik der Teilchen ist in dem Sinne ergodisch, da die
statistischen Eigenschaften eines Zeitmittels der Trajektorie eines einzelnen Teil-
chens mit dem Ensemblemittel der Eigenschaften aller Teilchen

ubereinstimmen.
Monodisperse Systeme zeigen ein hohes Ma an Ordnung. Diese Ordnung

auert sich in kristallinen Packungsstrukturen und Periodizit

aten der Lawinen-
gr

oen, des B

oschungswinkels und der Packungsstruktur. Die Einf

uhrung rauher
Trommelw

ande oder kleiner Teilchen f

uhrt zu einer Verminderung der Ordnug.
Mit zunehmender Unordnug verschwinden kristalline Packungsstrukturen und
Periodizit

aten.
Der B

oschungswinkel, der oftmals als eine charakteristische Gr

oe granularer
Materie beschrieben wird, ist in rotierenden Trommeln im untersuchten Regime
diskreter Lawinen keine Konstante. Er ist vielmehr eine Funktion des Radien-
und Mischungsverh

altnisses der Teilchen, der Systemgr

oe, der Rauhigkeit der
Trommelw

ande, der Rotationsgeschwindigkeit und der Vibrationsfrequenz.
Selbstorganisierte Kritizit

at ist in rotierenden Trommel vorhanden. Aller-
dings mu streng darauf geachtet werden, die notwendigen Vorraussetzungen f

ur
selbstorganisierte Kritizit

at einzuhalten. So ist f

ur das Finite-Size-Scaling eine
konstante Energiezufuhr nur gew

ahrleistet, wenn mit Hilfe einer Vibration der
Unterschied zwischen B

oschungswinkel und Stabilit

atsgrenzwinkel proportional
zum Kehrwert des Quadrates der Systemgr

oe getriggert wird. Als weitere, bis-
her unbekannte Voraussetzung f

ur selbstorganisierte Kritizit

at wurde eine ausrei-
chende Rauhigkeit der Ober

ache erkannt. Ohne ausreichende Rauhigkeit werden
Lawinen bis zum Fu der Ober

ache bevorzugt, was eine gestreckte Exponenti-
alverteilung der dissipierten Energie zur Folge hat, die in vielen Experimenten
beobachtet wurde.
Das BTR-Modell ist in der Lage, den experimentell nachgewiesenenMischpro-
zess durch Lawinen wiederzugeben. Zus

atzlich wurde ein weiterer Mischprozess
durch Scherung innerhalb der F

ullung entdeckt, der durch Vibrationen der Trom-
mel unterst

utzt wird. Es konnte ein neues Mischverfahren entwickelt werden, das
schneller und ezienter als das bisherige Verfahren ist. Dieses neue Verfahren be-
ruht auf der Wechselwirkung der beiden Mischprozesse mit der Segregation.
Ein Vergleich von Simulationsergebnisse zur Segregation bidsiperser Syste-
me zwischen BTR-Modell und zeitschrittgetriebener Molekulardynamik hat ge-
zeigt, da die Molekulardynamik wenig geeignet ist, dichte, scherende Systeme
wie rotierende Trommeln zu simulieren. Selbst die realistischsten Kraftans

atze
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waren nicht in der Lage, befriedigende Resultate zu liefern. Der Grund f

ur die
Mangelhaftigkeit der Molekulardynamik sind die bekannten Artefakte des Mo-
dells: Bremsversagen und Detachment-Eekt. Schlielich l

at eine um den Fak-
tor 10
4
gr

oerer Rechenzeit die Molekulardynamik imVergleich zumBTR-Modell
endg

ultig f

ur Simulationen rotierender Trommeln ungeeignet erscheinen. Die Un-
tersuchung der Kraftans

atze der Molekulardynamik hat gezeigt, da die Dissipa-
tion von Energie durch Tangentialkr

afte gut mit einer ged

ampften linearen Feder
zu simulieren ist. Der Eekt der Oszillationen des tangentialen Restitutionsko-
ezienten in Abh

angigkeit von der Anfangsgeschwindigkeit bei leicht schiefen
St

oen ist f

ur reale Systeme ein vorstellbares Szenario.
7.2 Neue Modelle
Es wurden zwei neue Modelle zur Simulation granularer Materie entwickelt. Das
erste ist der stochastische zellulare Automat mit kontinuierlichen Geschwindig-
keiten. Dieser ist in der Lage, im Gegensatz zu bisherigen Ans

atzen mit diskreten
Geschwindigkeiten das Verhalten eines eindimensionalen exemplarischen Systems
physikalisch richtig abzubilden. Dies beinhaltet insbesondere die Energiedissipa-
tion durch St

oe, die f

ur sehr viele granulare Systeme das bestimmende Element
ist. Die Erweiterung des Modells auf zweidimensionale Systeme wurde bereits
dargestellt und wird sich relativ einfach verwirklichen lassen. Gegen

uber ande-
ren Modellen wie Molekulardynamikmethoden bietet der Algorithmus erhebliche
Vorteile in Bezug auf seine intrinsische Schnelligkeit und Stabilit

at.
Das zweite vorgestellte neue Modell ist das Kontinuit

atsmodell. Es ist in der
Lage den Einu eines interstitiellen Fluids auf die Dynamik granularer Teil-
chen f

ur kleine Reynoldszahlen zu simulieren. Analytische L

osungen des Modells
zu einfachen Problemen haben gezeigt, da hervoragende

Ubereinstimmungen
mit experimentellen und theoretischen Ergebnissen existieren. Das Kontinuit

ats-
modell basiert auf der Fluerhaltung der laminaren Str

omung des die Teilchen
umgebenden Fluids. Diese Fluerhaltung wird in der Hydrodynamik durch die
Kontinuit

atsgleichung beschrieben. Die Wechselwirkung eines Teilchens mit dem
Fluid l

at sich in einer oensichtlich guten N

aherung als Stokesche Reibung mit
einer das Teilchen umgebenden mittleren Str

omung beschreiben. Diese mittlere
Str

omung ergibt sich aus den partiellen Fl

ussen zwischen n

achsten Nachbarn, die
mit Hilfe der Kirchhoschen-Gesetze auf einemVoronoi-Diagramm ermittelt wer-
den. Leider stellte sich die Umsetzung des Modells in einen ausreichend schnellen
158 7. Zusammenfassung und Ausblick
Algorithmus als eine

auerst komplexe Aufgabe heraus, f

ur die im Rahmen dieser
Dissertation keine Zeit blieb.
7.3 Fazit
Die wichtigsten wissenschaftlichen Erkenntnisse dieser Arbeit sind sicherlich die
Entdeckung des neuen ezienten Mischverfahrens und die Erkl

arung der Tat-
sache, da sehr viele Experimente gestreckte Exponentialverteilungen der dissi-
pierten Energie zeigen, obwohl das typische Potenzgesetz der selbstorganisierten
Kritizit

at zu erwarten war. Zu den bisher bekannten notwendigen Bedingungen
f

ur selbstorganisierte Kritizit

at gesellt sich eine weitere: ausreichende Rauhigkeit
der Ober

ache. Dar

uber hinaus wurden zwei neue Modelle eingef

uhrt, wovon zu-
mindest der zellulare Automat mit kontinuierlichenGeschwindigkeiten auf Grund
seines schnellen Algorithmus ein

auerst vielversprechender Ansatz ist. Die Ezi-
enz und G

ute von Anwendungen des Kontinuit

atsmodells werden sich endg

ultig,
erst nach einer Implementierung des komplexen Algorithmus herausstellen. Die
schon jetzt hervorragenden Ergebnisse mit einfachen N

aherungen lassen jedoch
erwarten, da die vollst

andige dreidimensionale Umsetzung des Modells in jeder
Hinsicht befriedigende Resultate liefern wird.
Das BTR-Modell rotierender Trommeln in zwei Dimensionen wurde mit die-
ser Arbeit vollst

andig untersucht. F

ur die Zukunft steht deshalb die Erweiterung
des Modells auf drei Dimensionen an. Wie das Kapitel 3 gezeigt hat, ist das BTR-
Modell nicht nur um Gr

oenordnungen schneller, sondern auch realistischer als
zeitschrittgetriebene Molekulardynamiksimulationen f

ur rotierende Trommeln.
Es wird deshalb in der Lage sein, dreidimensionale Systeme ausreichender Gr

oe

uber lange Zeitr

aume zu simulieren. Auf diese Weise kann die Ursache der axia-
len B

andersegregation ermittelt werden. Beispielsweise wird eine Simulation un-
ter Verwendung periodischer Randbedingungen an Stelle von Stirnw

anden der
Trommel zeigen, ob die Stirnw

ande zur Induzierung der B

andersegregation not-
wendig sind oder nicht.
Welche der verschiedenen Modelle sich in Zukunft durchsetzen werden, ist
heute noch nicht abzusehen. Alle haben ihre speziellen Vor- und Nachteile. Stei-
gende Rechenleistungen und bessere Algorithmen werden jedoch mit Sicherheit
den Simulationen granularer Materie einen weltweiten Auftrieb geben. Schon
heute bietet die Firma Itasca von P. Cundall ein kommerzielles Softwarepaket
f

ur Kurzzeitsimulationen an. Es verwendet die Methoden der zeitschrittgetriebe-
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nen Molekulardynamik [CKP96]. Angesichts der industriellen Bedeutung ist es
deshalb absehbar, da zuk

unftig die meisten Produktionsanlagen, die granulare
Materialien verwenden, mit Hilfe von Simulationen geplant, erstellt und betrie-
ben werden. Letztendlich w

are es nicht verwunderlich, wenn die im ersten Kapitel
angesprochene, gesuchte einheitliche Theorie der granularen Materie eines Tages
in Form eines Simulationsmodells vorliegt.
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